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Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Introducere

Subiectul acestei teze de doctorat s-a initiat ca reflex la analiza multor lucrari stiintifice referitoare
la probleme la limitd semiliniare si cvasiliniare, scrise de autori roméni si straini.

Actualitatea temei investigate consta in faptul ca studiul problemelor semiliniare gi cvasiliniare a fost
si rdmane un proces deschis mai ales din privinta faptului cd un numéar important de procese din stiintele
aplicate sunt modelate prin acestea iar dezvoltarea generald ne oferd noi perspective si modalititi de
cercetare.

Obiectivul gtiintific al acestei teze este: extinderea rezultatelor unor studii precedente din perspec-
tiva urmatoarelor sapte directii:

a) Determinarea de conditii suficiente pentru existenta a cel putin o solutie in studiul problemei

eliptice cvasiliniare
~Apu = a(x)f(u) in RN, u(z)> 0 pentru x € RV, u(x) =, (P1)

b) Stabilirea unor rezultate de ne-existenta a solutiilor cu simetrie radiald pentru problema cvasiliniard

—

—Ayu = a(|2|)[f(w) + g(u)+ |Vul|"] in RN, u >0 RN, u(|z]) 0. (P2)

c¢) Ce metode s-ar mai putea folosi in obtinerea de solutii pentru problema elipticd semiliniard

—Au+e(z)u | Vul’ = a(z) n QC RY, u(z) > 0 pentru x € Q, ujpg = 0. (P3)

d) Determinarea de conditii suficiente pentru existenta a cel putin unei solutii in cazul problemei

eliptice semiliniare
—Au+ c(z)u=a(x)f(u) n @ C RY, u(x) > 0 pentru x € 2, upa= 0. (P4)
e) Obtinerea unor rezultate de existentd si unicitate a solutiilor pentru problema elipticd semiliniar
—Au = Xa(z) (g(u) — [Vu|?!) i QC RN, u(z) >0 pentru x € Qupa=10.  (P5)
f) Ce rezultate s-ar mai putea obtine extinzand studiul solutiilor pentru problema eliptic cvasiliniard

Apu=g(u) in Q C R, u(z) > 0 pentru z € Q, upg= <. (P6)

g) Se poate stabili existenta a cel putin unei solutii pentru problema elipticd cvasiliniara

Apu=b(z)f(u) in @ C RY, u(x) >0 pentru € Q, yjgg= 00? (P7)

P
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Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

In concordanti cu obiectivul stiintific, teza a fost organizatd pe 7 capitole:

In primul capitol, vom extinde rezultatele de existentd si comportamentul asimptotic al soluti-
ilor obtinute de Goncalves si Santos [67] in cazul p = 2 pentru problema (P1) la cazul mai general
1 < p < N. In obtinerea rezultatelor folosim rezultate de existents obtinute de autorii Diaz si Saa [48]
precum si rezultate de regularitate a solutiilor pentru operatori cvasiliniari obtinute de catre DiBenedetto
[41] si Tolksdorf [132].

In capitolul doi, ddm un ridspuns problemei deschise pusi de Xue si Zhang [137] in privinta
ne-existentei solutiilor problemei (P2).

Al treilea capitol, este important datoritd faptului ci in el sunt folosite argumente noi prin care
se pot extinde rezultatele de existentd pentru problema (P38) la functii neliniare mai generale.

Capitolul patru, sugereazi posibilititi de obtinere a rezultatelor de existents pentru probleme in
care functionala neliniard nu depinde de termenul gradient pornind de la tratarea problemelor in care
functionala liniard depinde de termenul gradient.

In capitolul cinci, stabilim rezultate de existentd si unicitate a solutiilor pentru problema (P5).
Extindem aici rezultatele obtinute de Dinu in referinta [46].

In capitolul gase, imbunititim rezultatele de existentd obtinute de citre Matero [104] pentru
problema (P6). Rationamentul demonstratiei isi are originea in lucrarea [43] apartinand autorilor Du-
mont, Dupaigne, Goubet gi Radulescu.

Capitolul al saptelea se ,inseriazi“ dup# capitolele precedente pentru a aduce informatii cu
privire la rezultatele de existent# obtinute in cazul problemei (P7). In obtinerea rezultatelor se utilizeaza
lucrarea autorilor Mohammed [111] si Tao si Zhang [131].

Precizdm c& o bund parte dintre rezultatele cuprinse in tez& au fost expuse, discutate si analizate
in "Seminarul de Analizd Matematicid si Aplicatii in Teoria Controlului" de la Universitatea de Vest
din Timigoara, condus de prof. univ. dr. Mihail Megan. Unele au fost deja publicate in reviste de
specialitate din tara si strainatate.

Cu sinceritate si recunostintd multumesc distingilor profesori universitari IToan A. Rus (Universitatea
»,Babes-Bolyai” din Cluj-Napoca), Teodor Precupanu (Universitatea ,,Alexandru Ioan Cuza” din lasi) si
Petre Preda (Universitatea de Vest din Timigoara) pentru amabilitatea de a accepta calitatea de referent
la aceasta tezd precum si pentru observatiile deosebit de utile pe care le-au facut asupra continutului ei.

In incheiere doresc si adresez sincere multumiri profesorului universitar doctor Mihail Megan, con-
ducatorul stiintific al tezei, pentru increderea pe care mi-a acordat-o, pentru intelegere, ajutorul si grija

cu care m-a incurajat in perioada activitatii de doctorand.



Capitolul 1

Rezultate de existenta a solutiilor si
comportamentul lor asimptotic
pentru o problema cvasiliniara de
tip Lane, Emden si Fowler

1.1 Introducere

Scopul studiului din prezentul capitol, este acela de a obtine rezultate de existenta
pentru problema eliptica cvasiliniara
—Ayu=a(x)f(u) in RY,
u>0 in RY, (1.1.1)

u(z) — 0 cand x| — oo,

unde N > 2, Aju = div(|Vul[’~? Vu) este operatorul p-Laplacian, a : RY — R iar f €
Lipioe((0,00)). Notatia || va reprezenta norma Euclidian# in RY iar f € Lipy,.((0,00))
inseamnd cd f : (0,00) — (0, 00) este o functie continud local Lipschitz.

Reamintim c& o functie f : (0,00) — (0, 00) se numesgte local Lipschitz dacd pentru
orice z € (0, 00) existd o vecindtate V' a lui x gi o constantd pozitiva L = L(V') depinzand
de V astfel incat | f(z) — f(y)| < L|z — y| pentru orice z,y € V.

O solutie a problemei (1.1.1) va fi o functie u € C'(RY) care, pentru orice ¢ €
CP(RYN) cu ¢ (x) >0V z € RY, verifica

/]RN V()| Vu(x)Ve(z)de = /N a(z) f(u(z))p(z)de, (1.1.2)
R
si u(z) >0, Vo € RY iar lim, o u(z) = 0.

Dificultatile in stabilirea rezultatelor de existenta a solutiilor pentru probleme de tipul

(1.1.1) apar cand f este o functie singulara in 0, caz echivalent cu lim, o, f(r) = occ.
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Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Asupra acestui caz vom insista in continuare.

Probleme eliptice semiliniare, in care functia f este singulara in 0, au fost intens
studiate de mai multi autori: Wong [143], Crandall, Rabinowitz si Tartar [36], Kusano
si Swanson [84], [85], Dalmasso [38], Edelson [50], Chabrowski si Konig [20], Lazer si
McKenna [95], Shaker [127], Lair si Shaker [88], Lair si Shaker [89], Zhang [139], Shi
si Miaoxin [128], Cirstea si Riadulescu [18], Yjing si Shujie [135], Feng si Liu [56], Dinu
[45], Goncalves si Santos [67], Zhang [140]. Datoritd volumului foarte mare de lucrari
in aceasta directie vom mentiona cateva din rezultatele recent obtinute urméand ca pe
parcursul tezei sa reamintim si alte rezultate in aceasta directie strict legate de problemele
studiate.

Lair gi Shaker [88] au considerat problema (1.1.1) in cazul p = 2, f(u(z)) = u 7 (x),
(v > 0) si in ipoteza ca functia a : RY — R satisface urméatoarele propriet#ti:

(LS1) a € C2*(RY), unde exponentul a € (0,1);

(LS2) a(x)>0VreRY;

(LS3) pentru ®(r) = max,—, a(x) avem [~ r®(r)dr < oo;

(LS4) pentru e € (0,1) avem lim, o, 7V 5®(r) < cc.

Ei au aratat cd ipotezele (LS1)-(LS3) sunt suficiente pentru ca problema (1.1.1) s&
aib& o unicd solutie u € C2*(RN ) si in plus, daca ® satisface (L.S4) atunci comporta-

loc

mentul asimptotic al solutiei este dat de

) _ O(|ZL‘|(7N+2+E)/(1+’Y))

u(x cind |r| — oo,

unde 0 < ¢ << 1. Mai mult, ei au aradtat cd (LS3) este necesara si suficientd in studiul
solutiilor cu simetrie radiald, in sensul c& daci a : RY — (0, 00) este o functie continua,

cu simetrie radiala si cu proprietatea

/ ra(r)dr = oo,
0

atunci problema (1.1.1) nu are solutii pozitive cu simetrie radiala.

Dupa aceste rezultate, Zhang [139] a remarcat ca rezultatele de existentd, ne-existenta
si unicitate obtinute de Lair si Shaker [88] rdman adevirate sub aceleasi presupuneri
asupra lui a dar f : (0,00) — (0,00) este o functie de clasd C' indeplinind

(Z1)  f'(s) <0 silims_oy f(s) = o0.

Cirstea si Radulescu [18] continuad studiul existentei si unicittii solutiei problemei
(1.1.1) tot in cazul p = 2 gi arata ca problema (1.1.1) admite o unica solutie pozitiva
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Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

€ C>*(RN) in ipotezele ci a satisface (LS1)-(LS3) iar functia neliniard f : (0,00) —
(O, 00) este de clasi C! si satisface urmétoarele proprietati:

(CR1) existd A > 0 astfel incat f (s) < A pentru orice s > 1;

(CR2) limg . f(s)/s = 0;

(CR3) exista 8 > 0 astfel incat s — % este strict descrescatoare.

Mai mult, ei arata ci si in acest caz conditia (LS3) este necesara si suficienta.

Sun si Li [135], pentru p = 2, extinde studiul unicitétii, existentei si ne-existentei
solutiilor problemei (1.1.1) la functii de forma f(u) = v +u* cu vy > 05 A € (0,1)

imbun&tétind partial rezultatele din [18].

Pentru cazul general in care operatorul clasic A este inlocuit de A, (vezi cartea [76]
pentru definirea detaliatd a operatorului p-Laplacian), un prim raspuns privind unici-
tatea, existenta si ne-existenta solutiilor problemei (1.1.1) a fost dat de catre Goncalves
si Santos [66]. Ei au considerat problema (1.1.1) sub ipotezele ci a € C(RY R, ) este o

functie cu simetrie radiala ce satisface

0 < / PYE-DV 0D (g < 00 dacd 1 < p <2,

& (pz)N+1
0 </ (r)dr < oo daca 2 <p < o0,

iar f € C'((0,00), (0,00)) este o functie singulars in 0 indeplinind proprietatile:
(GS1) s+ f(s)/sP™! este strict descrescatoare;
(GS2) limg .o f(5)/sP71 =0;

(GS3) liminf, o f(s) >0,
aritand ci problema (1.1.1) are o solutie cu simetrie radiald in C1(R™) N C%(RN\{0}) si
in plus solutia este unicd cand existd b > 0 astfel incat s — f(s)/(s + b)P~! este strict
descrescatoare.

In privinta existentei si comportamentului asimptotic al solutiilor fira simetrie radiald
pentru problema (1.1.1), dar in cazul p = 2, rezultatele precedente sunt imbun#tatite din
nou de Gongalves gi Santos in referinta [67]. Ei au generalizat rezultatele predecesorilor
sub presupunerea ci functia a : RY — R satisface (LS1)-(LS3) iar functia neliniara

f € Lipoe ((0,00)) indeplinegte (GS1), (GIS2) si in plus
(GS4) limg gy f(s)/sP71 = oo,

conditii suficiente pentru existenta unei solutii pozitive a problemei (1.1.1). Astfel ci

este firesc obiectivul propus in introducerea prezentei teze in privinta problemei (1.1.1).

7



Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Vom considera cazul 1 < p < N, caz motivat de aplicatiile practice in care operatorul
p-Laplacian apare, spre exemplu, in teoria fluidelor ne-Newtoniene.

Constanta p reprezinta caracteristica mediului. Cazul 1 < p < 2 corespunde fluidelor
pseudoplastice iar cazul p > 2 apare in fluidele dilatante (vezi [47, 49, 121, 129] pentru
mai multe detalii).

Rezultatele principale obtinute in prezentul capitol se aplica clasei de functii a :
RY — R ce satisfac urmatoarele proprietati:

(A1) a € C2Y(RY), unde exponentul « € (0,1);

(A2) a(z) >0, VreRY;

(A3) pentru ®(r) = max|g|—, a(x)

/ PPV D (rydr < oo daci 1< p<2,
1
® (p-2)N41
/ ro 1 P(r)dr < oo daci 2<p< N,
1

si functiilor neliniare f € Lip,. ((0,00)) ce indeplinesc urméatoarele conditii:

(F1) uvr— f(u)/uP™ este strict descrescatoare pe (0,00);
fw _
p—1 — M-

U

(F2) 1limiY = 400 g lim

our
Urmatoarea sectiune are un caracter preliminar si este necesara abordarii rezultatelor

principale ale capitolului.

1.2 Rezultate preliminare

Prezentam céteva rezultate privind problema de valori proprii pentru p-Laplacian.

Fie © un domeniu marginit din RY cu frontiera 0 suficient de neteds.

Definitia 1.2.1 Vom spune ca A € R este o valoare proprie, daca existd o functie

u € WHP(Q), u # 0, astfel incit sa avem u = 0 pe O gi
/ IV ()2 Vau (2) Vi () do = )\/ ()P () () dar | (1.2.1)
Q Q
pentru orice n € C(QY) cun(x) >0 Ve € Q.

Definitia 1.2.2 Functia u ce intervine in (1.2.1) se numegte functie proprie asociata

valorii proprii \.

In cazul p = 2, problema (1.2.1) a fost consideratd pentru prima data in anul 1860 de
catre Hermann von Helmholtz si a facut obiectul studiului unor probleme de acustica.

O prima observatie privind problema (1.2.1) este:

8



Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Remarca 1.2.1 Daca (u, A) este o solutie a problemei (1.2.1) atunci pentru orice « € R

cuplul (cu, \) reprezinti de asemenea o solutie.

Pentru 1 < p < oo existenta lui A si u a fost considerata de catre Garcia Azorero si
Peral Alonzo [60]. Ei au ardtat ca exista un sir crescéator de valori proprii strict pozitive
{ Ak }r>1 astfel incat A\, — oo pentru k — oo.

Este cunoscut ci prima valoare proprie ce intervine in (1.2.1) este

Vuld
v { B L e w0} 2o
Q

si ca functiile proprii asociate lui \; realizeaza minimumul functionalei Euler

J(u) ::1/ \vuv’—ﬁ/ uf? |
P Ja P Ja

Se poate consulta spre exemplu cartea lui Jebelean [77].
Lindqvist [99, 100] a obtinut urméatoarea caracterizare pentru prima valoare proprie

A1 si pentru functiile proprii asociate ei:

Lema 1.2.1 In orice domeniu mirginit Q al lui RN (N > 2) are loc:

i) A1 este simpla, in sensul ca dacd u,v sunt funclii proprii asociate lui \; atunci
existd o constanta c astfel incdt u = cv;

ii)  functiile proprii asociate lui \; au semn constant, in sensul ca u > 0 in Q sau
u <0 in )

iii) A1 este izolata, in sensul ca exista § > 0 astfel ca in intervalul (A1, A1 + &) nu
existd alte functii proprii asociate;

i) functia proprie strict pozitiva asociatd lui Ay este unica (dupa multiplicarea cu

o constanta,).

Primele rezultate in aceasta directie au fost obtinute de Anane [4, 5], Barles [11] si
Sakaguchi [126]. Cartile lui Peral [118] si respectiv Gasinski si Papageorgiou [61] se vor
dovedi utile in studiul problemelor de valori proprii.

Notam, in capitol, prin ¢, functia proprie strict pozitiva corespunzatoare valorii

proprii A; pentru problema (1.2.1). Conditia de regularitate impusa frontierei 92 implica:

Lema 1.2.2 (vezi [97]) Daca \ := Ay in (1.2.1) atunci exista o € (0,1) astfel incdt
©1 S Cl’a(§>.
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Primul rezultat de C“—regularitate al functiilor proprii corespunzitoare lui \;
pentru problema (1.2.1) este datorat lui Barles [11].
In continuare prezentim un rezultat de existentd datorat lui Diaz si Saa [48] ce

reprezinta instrumentul de baza in obtinerea rezultatelor principale.

Lema 1.2.3 Fie Q@ C RY (N > 2) un domeniu marginit cu frontiera ) suficient de
neteda. Presupunem ca g : €2 x Ry — R este astfel incdt:
H1) pentru a.p.t. © € Q, functia u — g(x,u) este continua pe [0,00) si functia
u v g(z,u)/uP~t este descrescatoare in (0,00);
H?2) pentru fiecare u > 0, functia x — g(x,u) apartine lui L°(Q);
H3) AC > 0 astfel incit g(x,u) < C(uP™' +1) ap.t. x€Q, Vu>0.
In aceste ipoteze, problema
—Ayu=g(z,u) inQ
u>0, u#0 in (1.2.2)
u=10 pe 0F,

are cel mult o solutie w. Daca, in plus,

i 90 9)

. g\x,s .
ag(x) = lim (z,5) §1 Aoo() Jim =25

™o sp~1

sunt astfel incdt

—00 < ap(z) < 400 §i — 00 < aoo(x) < +00

atunci solutia existd gi u € Wy (Q) N L>2(Q). Mai mult u € CH* (Q).

Avem nevoie de inegalitatea lui Diaz-Saa [48] care intr-o forma mai generald poate fi

consultatd in [21].

Lema 1.2.4 Fie Q o multime deschisa. Pentrui = 1,2 fie w; € L®(Q)NW'P(Q) astfel
incdt w; > 0 a.p.t. in Q, pril/p € L®(Q) gi wy = wy pe 2. Daca

B 2Q), i), i) =12

wj
atunci y y
—A p A p
/ ( Iillu)l/ + (pszlQ)/ (wy —wy) dz 2 0.
o w1p P w2p P

In cazul p = 2 rezultatele din Lemele 1.2.3, 1.2.4 sunt datorate lui Brezis si Oswald
[14].
Urmadtoarea lema a fost dedusa de Sakaguchi [126].
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Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Lema 1.2.5 (vezi si [118]) Daci ) este un domeniu marginit in RN (N > 2) cu frontiera
0 suficient de neteda iar pentru orice n € C§°(Q) cu n(xz) > 0 Vo € §Q, functia
u e CY Q) N W, (Q) satisface proprietitile:

/|Vu($)]p_2Vu(x)V77(:v)d:r;20, u>0inQ, u=0 pe 09,
Q

atunci Ou/on < 0 pe 0S).

Pentru p = 2, Lema 1.2.5 a fost obtinutd de citre Hopf [73].

Vom folosi in demonstratii principiul tare de maxim al lui Vazquez [134].

Lema 1.2.6 Fie Q un domeniu al lui RY giu € C*(Q) astfel incat Ayu € LE,.(Q), u >0

ap.t. inQ, u#0, Aju<pB(u) ap.t in Q,[:[0,00) = R este continud, crescatoare,
B(0) =0 gi exista s > 0 astfel incit B(s) = 0 sau 5(s) > 0 pentru orice s > 0 dar

/o ((S))"Y?PdS = 0o unde j(S) :/0 B(t)dt.

In aceste ipoteze, daca u nu este identic zero pe ) atunci ea este strict pozitiva in €.

Urmatorul rezultat stabileste regularitatea solutiei determinata in prezentul capitol.
Se regiseste intr-o forma mai generald in lucrarea autorului DiBenedetto [41]. In aceastd
directie se pot consulta si rezultatele obtinute de Tolksdorf [132, 133] si respectiv Lieber-

man [98].

Lema 1.2.7 Fie N > 2, p € (1,00), Q o multime deschisa a lui RY i Q) o submultime
a lui Q astfel incat Y C Q. Presupunem cd b: RN x R — R este masurabild in x € Q,

continud in u € R gi existd v > 0 astfel incdt |b(z,u)| <. Daciu € WEP(Q) N L2 (Q)

loc

verifica

/Q IV ()72 V() - Vi () de = / b, u(x)) ¢ (z) da.

Q
pentru orice 1 € WHP(Q) cu suppp C Q, atunci |Vu| € L.(Q) si pentru orice sub-

loc

multime compacta K C €, exista o € (0,1) gi constantele Cy, C; > 0 depinzind de N,
p, M = esssupgy |ul|, v (M) gi dist(K,0), astfel incdt

IVull oy < Co si |Vule) = Valy)| < Cilz —y|*, @,y € K. (1.2.3)

Urmadtoarea lema poate fi consultatd in [83].

11
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Lema 1.2.8 Fie Q un domeniu in RN (N > 2). Atunci pentru orice k € N existd
domeniile marginite €y, astfel incadt

i) frontiera OSY, este de clasda C*°; i) Q C Qpy1 C Q; iid) kUNQk = Q.
S

Suntem in masura sa enuntam si demonstram rezultatele principale din prezentul

capitol referitor la problema (1.1.1). Ele sunt publicate in [29].

1.3 Rezultate principale

Pentru a putea extinde metoda perturbarii folosita de Crandall, Rabinowitz si Tartar
[36], Chabrowski si Konig [20], Goncalves, Santos si Maia [65], Goncalves si Santos [67]

in cazul studiului nostru este necesar sa obtinem urmatorul rezultat:

Teorema 1.3.1 Fie ¢ > 0. Dacid Q C RY este un domeniu marginit in RY cu fron-
tiera OS) suficient de neteda, a : RN — R o functie satisfacind (A1), (A2) iar f €
Lipoe ((0,00)) indeplinind proprietatile (F1)-(F2) atunci pentru orice ¢ € C§°(Q) cu
Y (x) > 0 problema

{Lﬂvu@wVQVu@»wawdw=J@Mﬂf@@W+5WW@d% (1.3.1)

u>01inQ, u=_0 pe 01,

are o unici solutie u. € CV*(Q) astfel incat u. > 0 in Q, % <0 inQ gi
i) u.+e <wus+ 0 pentrud > g
it) existi co = con > 0 cu copy < ue + € in Q unde p; = ;g € CH(Q) este

functia proprie corespunzatoare primei valori proprii Ay pentru problema (1.2.1).

Demonstratie: Fuxistenta §i unicitatea solutiei. Aratam ca exista o unica solutie
pentru problema (1.3.1). Pentru aceasta este suficient si probam ca ipotezele formulate

de Diaz-Saa din Lema 1.2.3 sunt indeplinite.

H1: Deoarece f € Lip.(0,00) gi € > 0, rezultd ca functia u — a(z)f(u + €) este
continud in [0, co) iar din

flute) (utep
(u+e)p—1 ur—1

Y

folosind pozitivitatea lui a si (F1) deducem ca functia

flu+e)

u+— a(x) =

12
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este descrescatoare pe (0, 00).

H2 : Pentru orice u > 0, deoarece a € C%%(Q), obtinem ci z +— a(x)f(u) apartine
lui L*°(Q).

H3: Din faptul ca

flute) . flute) (ute)pt
u—oo P11 +1 o U— 00 (U + g)p—l up—1 1 =

si f € Lipie((0,00)), obtinem ca exista C; > 0 astfel incat
flute) <Cy(uwP ™t +1)Vu>0.

Mai mult,
a(x)flu+e) < ||a||L00(Q) Ci(uP~ '+ 1)V u >0,

si deci C' 1= C1 [[al| oo (-
De asemenea, observam ca

a(@)f(ute) _ Yoo §i aw(z) = lim
u\,0 up—1 u—~400 up—1

In concluzie ipotezele lui Diaz si Saa sunt indeplinite, si in consecintd conform Lemei
1.2.8 problema (1.3.1) are o unicd solutie u. astfel incat u. > 0 in Q si u. € Wy ?(Q) N
L>(Q).

In fapt, Diaz si Saa au demonstrat c§ solutia u. este un punct critic al

functionalei energie

ue ()
e @) = [ V@ = [ o) s+ <)dslas,

Q
adica ea satisface
/ (Ve ()P Vue (z) - Vo (2) do = / a(x) f(us(x) + )¢ (z) dx, (1.3.2)
Q Q
pentru orice ¢ € C§°(Q2) cu vy > 0 in Q.

Verificarea afirmatiei a(;;f < 0 pe 0. Observim din Lema 1.2.3 ci u. € CV*(Q)

si deci Lema 1.2.5 implica %qff < 0 pe 092. Un argument standard arata ca exista o

constantd strict pozitiva p astfel incat pd(x) < u.(x) pentru orice x € €2, unde prin d(x)
se noteaza distanta de la punctul x la 02 (vezi de exemplu Goncalves si Santos [68]).

Verificarea afirmatiei i). Considerdm multimea B, 5 = {x € Q |u.(x) + ¢ > us(x) + 0 }.
Este suficient sa aratam ca B, ; = @. Pentru a incheia demonstratia, notam ca B. s C (2
este o multime deschisa si, in fapt, B. ; CC (2.

13
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Presupunem contrariul, c& B. s # @ si fie wy 1= (ue + )P si wy 1= (us + 0)P.

Aplicand Lema 1.2.4 avem

_pr}/p pr;/p

" e /Be,é ( w§p_1)/p + wép—l)/p (w1 — ws) d

— / |:_Ap(us+€) Ap(u6+6>

B, s (us + S)pfl (u(s + (5)1071

= / a(x) V(uf te) _ flus+9)
Be,é

U+ )Pl (us+ 5)1)—1] [(ue +€)" = (us + 0)"] dz <0,

} [(ue + )P — (us + 0)°] dx (1.3.3)

fapt ce reprezintd o contradictie, datorata lui (F1). Aceasta demonstreazs i).

Verificarea afirmatiei ii). Fie ¢ > 0 un parametru real gi multimea B.. = {z €
Qlepy(x) > u(x) + e}

Este suficient sa aratam ca exista ¢y > 0 astfel incat B, . = @. Desigur, B.. C Q
este deschis si, in fapt, B.. CC (.

Alegem wy = (cp)P si wo := (u. +€)? in Lema 1.2.4. Din (F1) gdsim, estiméand ca

in (1.3.3) cd

0< /B ()\1 - a(a:)w> [(cpy)P — (ue + €)P] dex. (1.3.4)

cllenllf

Din (F2) proprietatile lui A; si ¢;, enuntate pentru problema (1.2.1), deducem ca exista

o constanta pozitiva ¢ := ¢y o (care nu depinde de ¢) astfel incat

flellenllpe)

S < 0.
(clleallpe)?™

A1 — a(x)

Aceastd inegalitate, (1.3.4) si definitia lui B.. arata ca B, . = @.
Demonstratia Teoreme: 1.3.1 este completa. m

Suntem in masurd sa studiem direct problema (1.1.1).

Teorema 1.3.2 Daci a : RY — R este o functie satisfacind (Al1)-(A3) iar f €
Lipioe ((0,00)) indeplinind proprietatile (F1)-(F2) atunci problema (1.1.1) are cel putin
o solutie u € CY(RN). In plus, daca existd i € (p, N) astfel incat

Jim ||/~ e/ @=D(|2]) < oo, (1.3.5)
atunci
w(@)P[f (u(x)/4)2°~ +1]7YED = O(|2|77) cdnd |z| — oc. (1.3.6)

14
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Demonstratie: Alegem un intreg & > 1. Notam prin By bila de raza k si centru

0. Cum By, este o bila rezulta ca exista multimile marginite €2; cu frontiera de clasa C'*

(suficient de netedd) astfel incat

Q,; C Q41 C By, pentru orice 1 € N §i By, = U;2,€);.

Punem € = 1/n, u™ := uy, §i Q := By, in (1.3.1). Conform Teoremei 1.3.1 exista o unica

solutie u™ € C* (€;) a lui (1.3.1) astfel incat

1
n

7

u" = 0 pe 09,

pentru orice £ € C§(€);), € > 0 1n §; si supp(€)C ;.

/ Y ()2 () - VE (2) de = / o) f(u™ (z) + D)€ (x) de,

(1.3.7)

Din Lema 1.2.7 vedem c& exista o € (0, 1) si constantele Cy, C; > 0 astfel incat

IVu"(2)] 0 < Cosi |[Vu"(z) = Vu'(y)| < Clz—y|*, z,y € Qi=1,2, ..

Atunci sirul {u"} este marginit in C1*(€);). Deoarece, scufundarea

a lui Cl’a(ﬁl) in Cl<ﬁl),

v . v . . . n ;
este compactd existd un subsir al lui {«"} notat prin {u;"’};—12 . cu ny; — oo pentru

j — oo astfel incat

ni,; M1j—>00

Uy =y in CH(Qy) g8 ug >0 in Q,

respectiv

|V [P S [V P Vg in C().

Avem din teorema convergentei dominate (vezi cartea lui Niculescu [113] ori Micu [109])

%

ci
i ‘Vu?l’j|p72 Vu Ve(z)de "5 : (V[P Vuy V() d,
! 1
si
/Q o) (6 + 1/ny j)pda ™25 /Q a() f(wr)pdr.
Atunci

\Vuy [P Vuy Vp(z)do = / a(z) f(uy)edr, uy > 0 in Q.

Ql Ql

15
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. ni.q 9 o . . . 9 ng 4 N A
Cum sirul {u;"”};—1 2, este marginit gdsim un subsir al s&u {u,*’ } ;-1 2 astfel incat

n2,j n2j—>00

Us T g in CH(Qy) si ug > 0 in Qy,

respectiv

'n2,j TL2]'—>OO

V> P72 W " [P Vg in C(0).
In acelagi mod ca in (1.3.8) vedem c&

Vs | Vup Vi (z)de = / a(z) f(ug)pdr, ug > 0 in Q.
Qg Q2

Remarcam ca deoarece sirul {ugz’j }i=12,... este un subsir al lui {u?l’j }iz12,.. avem Ugjn, =
Uy.

Procedand inductiv, obtinem sirul {w;"’},_; o . astfel incat

uy e u; tn CH () siu; >0 in
respectiv
‘Vu?i’j P2 AT " VP Vg in C(Q).
Cum {u;"};—1 2, este un subsir al sirului {u?_(il_l)’j}j:m,_“ avem w;, = Ui siowg
verificd

/ﬂ (Vs (@) Vo (1) - VE () dr = / a(2) f(us ()€ () da (1.3.9)

o
Observam cd u; satisface ecuatia (1.3.9) pentru orice i gi cum By = U2, obtinem ci
u; este o solutie pentru (1.3.9) in By. Fie u* : By, — (0, 00) definitd prin u*(z) := u;(x)
pentru x € Q;. Atunci u* € CY(By) N L>® (By), u*(z) > 0 in By si

i) ul ST uk i By

iv) u* > copp; in By unde ¢, = ©1.B, -

In plus u* satisface

/B |Vu* (:1:)‘%2 Vut (z) - V& (z) dr = /B a(z) f(u* (2))¢ (v) dz, u* >0 in By.
' ' (1.3.10)

k

Extindem ", cu zero, in afara lui By si demonstram ca

0 <uf <uMin RY. (1.3.11)

Inegalitatea u* > 0 in RY rezultd din Lema 1.2.6 sau aplicand proprietatea iv) a sirului
u¥. Pentru a demonstra cea de-a doua inegalitate, consideram submultimea deschisi a
lui RY

Bjj1 = {x € RN [u¥(z) > u"*!(2)} cC By.

16
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k—i—l)

Alegand w; = (u*)P gi wy := (uF™1)P in Lema 1.2.4 obtinem

A 1/p A 1/p
Vo= / ( ottt | (0w
B k1 Wy Wy
—Apu” Aputt k k+1
_ /B Luk)pl+<uk+l)pl () — (Y] da (1.3.12)
k,k+1

_ /Bk’k+1 a(x) [ f(u*) . fuh) } [(uF)? — (uFT1YP)da < 0,

(uk)pfl (uk+1)p71

fapt care este imposibil.

Deci u* < u**! in By. Aceastd inegalitate continu# si aib# loc in By 1\ By deoarece
u” =0 in By \By, 5i u*™ >0 in Byyi\By. (1.3.13)

Pani in acest moment cunoastem ci existd u(x) := limy_ o u*(z) pentru orice x € RY.

In pasul urmator justificim existenta unei functii v : RN — (0, 00), cu propriettile:
v e CHRYY N CRNM\{0}) si u* < v in RV,
Pentru inceput construim o functie continua, marginita, pozitiva si cu simetrie radiala
w e CHRY) N C*RY\{0}) (1.3.14)
astfel incat
—Ayw=®(r),(r=|z|) nRY

w(r) >0 Vr >0,

w(r) —0 cand r — 0.

Se cunoagte din rezultatele autorilor Goncalves si Santos [66] ca

£ } 1/(p—-1)
0

w(r) =K — /07“ [ﬁl_N/ oV 1d(0)do e, r >0, (1.3.15)

unde . .
o 1/(p—1)
K::/ [glN/ aN—lqb(a)da} g dé < o0,
0 0

este functia cautata. In pasul urmator construim functia v. Pentru aceasta consideram

Tw) = (F@) +1)77 .y >0 (1.3.16)

unde
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Notam ca functia ? verifica urmatoarele proprietati:
(FV)  Fly) = [ D(y),y = J(y)/y"" este descresciitoare pe (0, 00);

Demonstram in cele ce urmeaza ca putem alege functia v astfel incat

o) _
=g [ e io

unde C' este o constanta pozitiva aleasa satisfacand inegalitatea
/(=1 _
KC < / 1 F(t) dt.
0

Pentru inceput, aratam ca putem gasi C' > 0 cu aceasta proprietate.
Din ipoteza (F2’) obtinem ca
lim — dt = +o0.
e Jo f(t)

Acum folosind regula lui L’Hopital avem

‘ 1 7 gl ) x
lim p —dt = lim ———— = +4o0.
eedt o f(t)y T (p— 1) f(x)

Aceasta inseamna ca existd z; > 0 astfel incat

xT tp—l
—dt > Ko™,
o f(t)

pentru toti x > x;. Rezulta ca pentru orice C' > x1,

o
KC < / ——dt.
0 f()

Pe de altd parte functia I' : [0,00) — [0, 00) definitd prin relatia

I(s) = / “e T dr,

este bijectivi si I' (0) = 0 fapt ce determind existenta functiei v : RY — (0, 00) definit#

implicit prin

unde I'"! este inversa functiei T.
Cum w este o functie descrescatoare, rezulta ca si v este de asemenea descrescatoare

(vezi (1.3.19)). Atunci

v(r) tp—l v(0) tp—l c1/(p-1) tp_l
o f(t) o f(t) 0 F(t)
18
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Din relatia (1.3.17) obtinem v(r) < CY®~Y oricare ar fi r > 0. Pe de alti parte w(r) — 0

pentru r — 400 implica
v(r) — 0 cdnd r — +o0. (1.3.18)

In continuare evaluam A,w. Din alegerea lui v avem

1 opt
Vw= - =—Vu (1.3.19)
f(v)
s1 ,

p—1 p—1
Aw :é g Av+é aﬁ (Z—)] . (1.3.20)

f() Y\ f(v)

Folosind relatiile (1.3.19) si (1.3.20) obtinem dupa calcule

1 pp~1 o w1\ 2 9 (w1
Ayw=——|=— Ayv+ ( IVl = . (1.3.21)
Cr <f<v>> P (f(v)) B (f@))

Acum, folosind (1.3.21) si faptul cd y — ?(y)/ yP~1 este functie strict descrescitoare pe

(0, +00) rezulta

A < Cr! (%) _ Ayw = —C! (%) ) < —f0)B().  (1322)
v(z)} si

Pentru a demonstra cd v* < v in RY, considerdam By, := {z € RY ‘u

presupunem, prin absurd, ca By, # 9.
(u®)P respectiv wy := vP i estimand ca

Aplicand inegalitatea lui Diaz-Saa cu w;

in (1.3.12) obtinem

1/p 1/p

A w A w
0 S / Pl + P2 (U)l —wg)dﬂf
B (wip 1)/p wép D/p

/B,w a(z) {(fwk) - f(v)} [(u*)P — vP)dz < 0,

uk)pfl Upfl

si deci o contradictie. Atunci By, = @ si

ub <wvin RY. (1.3.23)

Lk k—oo

Acum, ca o consecintd a lui (1.3.11) si (1.3.23), v* "—

monotonia girului de functii {u*} deducem cd v > 0 in RY iar din (1.3.18) si (1.3.23)

u (punctual) in RY. Din

obtinem u(z) — 0 cand |z| — oo.
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Rémane s ardtdm cd u este solutia problemei (1.1.1). Pentru aceasta consideram
multimea O CC By, in sensul cd O C By, si O compactd. Fie 0 € C5°(0) cu 6 > 0 si
suppf C O CC By. Deoarece u € C* (By) N L™ (By), a este continud Holder iar f este

local Lipschitz continua, rezulta
a(x) f(uf (z)) iy a(x) f(u(z)) pentru orice x € O,
mai mult exista Cs3, Cy > 0 astfel incat

|a(2) f(u*) = a(@) f(w)] 0] < |a(@) oy |u* = ul 0] < C3|Cs — ul 0] € LN(O).
(1.3.24)

Relatia (1.3.24) ne permite sa aplicim teorema convergentei dominate pentru a obtine

Jim [ Jafe) f(u) = a(w)fa)| 0 @l de = [ im @) () = ale) ()] 10 )] do =0,

fapt ce demonstreaza

/0 a(z)f(u* (2))0 (v) dz hoge /o a(x)f(u(x))d (x) dx. (1.3.25)

Din Lema 1.2.7 avem |Vuk|p_1 VO] < Ch7H V0| in O unde Cy := max, 5 |Vu|.

Folosind acum si faptul ci functia t — [¢|’~> ¢ este continug rezulti
/ V" V- Vhdr =5 / \VulP~? Vu - Vidz. (1.3.26)
o )
Combinand (1.3.25) si (1.3.26) obtinem trecand la limitd dupd & — oo in (1.3.10) ca

/O \Vu (z)[P* Vu (z) - VO (z) de = / a(z)f(u(x))d (x)dx.

O

Cum R := koleBk concludem c#, pentru orice p € C$°(RY) cu ¢ > 0 in R si suport
compact C O, functia u (x) := limy_, u* (z), satisface (1.1.2) si deci (1.1.1) in sens de
distributii.

Pentru a stabili (1.3.6), din demonstratia de mai sus avem

1 o) = 1 o) = 1 o)

unde
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Folosind (F1’), (F2’) si definitia lui f(¢) gasim ca

w(r) > Sh()/2)0)/2)

l lp/(p—l) o(r) p 1
§ 0(2) ( 2 ) TG/ + 17 (el /D)0

Dar uzand de conditia (F1) obtinem

. % (%)p/(p—n (U(Z))p [f(v(r)/4)22§+11+1]1/(’“)' (1.3.27)

Din (1.3.27), (F1) si faptul c& u < v gisim

[f <u(r)/4f§ffi)1 e ¢ 20D =Ly (). (1.3.28)

Pe de altd parte, folosind argumentele (1.3.15) observam ca

. w(r) _op—1 w'(r)
Mm e = P —p Mm s
p—1 , 1/(p-1)
= lim [/ oV p(o)do /rN T
p—=pr—=Jo
p—1._. 1/(p—1
= lim (|2 ¢(J2])]" < oo.

ft = p oo
Rezultatul atrage

w(|z|) = O(|z|P/®=V) cand || — .

Deci, (1.3.6) rezultd din argumentele de mai sus si (1.3.28). =

Remarca 1.3.1 Teoremele enuntate se aplica clasei de functii u™" +u” respectiv u™

unde v >0, 0 <\ <p—1 considerate in [8], 88, 95, 127, 135].

Remarca 1.3.2 Tehnica demonstratiei se poate aplica problemei mai generale

—Apu = a(x) fi(u) + b(z) f2(u)  in RY,
u>0 in RY,

u(z) — 0 cand |x| — oo

unde f1 + fo §i a + b satisfac conditiile Teoremei 1.3.2. Alegdnd

®(r) = max a(z) + max b(z)

|z|=r |z|=r

in A8), relatia (1.3.6) devine

w(@)?[fi(u(@)/4)27™ + fou(z) /49207 +1]7VED = O(|2|») cand |o] — oo,
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Remarca 1.3.3 Daca f(u) = u™7,v > 0, atunci este suficient si alegem ?(y) =
(?(y))l/(pfl) in locul lui (1.3.16) gi sa efectuam aceleasi calcule pentru a obtine o super-

solutie a problemei (1.1.1) de forma
- - (p—1)/(p*—p+7)
o(r) = [Cly+ P —p+y)p— 1) w@)] T

— _ —1)2 —1+
unde C = [(ﬂy+p)1/(z> D(p2—p++)(p—1) 1K}(p /(=14

1.4 Comentarii

In acest capitol am demonstrat existenta a cel putin o solutie pentru problema
cvasiliniard (1.1.1). Mai mult am stabilit comportamentul asimptotic al solutiei lui
(1.1.1) sub anumite restrictii. Cénd p # 2, problema apare in teoria fluidelor ne-
Newtoniene, deci existd un interes crescut in studierea existentei solutiilor lui (1.1.1).

Mentionam ca dupa ce rezultatele prezentului capitol au fost publicate, autorii Xiao-
juan Chai, Weisheng Niu si Peihao Zhao [22] respectiv Jose Valdo Goncalves si Fernando
Kennedy da Silva [69] au imbunatétit rezultatele de existenta a solutiilor obtinute de noi
in cazul problemei (1.1.1), dar uzand si de argumente introduse in acest capitol. Vom
obtine si noi in Capitolele 4 si 5, pentru probleme mai generale, dar cand in discutie
este luat operatorul laplacian clasic, cd ipoteza (F2) nu este neaparat necesard ci doar
suficienta.

O 1intrebare care ne-o punem este daca conditiile (A3) sunt neapirat necesare pentru
studiul solutiilor fara simetrie radiala. Un raspuns in aceasta directie a fost dat de
Siegfried Carl si Kanishka Perera in lucrarea [15] unde problema similara lui (1.1.1) este
consideratd fars conditii la limit&. In privinta solutiilor cu simetrie radiali va fi dat un
raspuns in Capitolul 2.

In abordarea problemei (1.1.1) am acordat mult# atentie si referintelor [10, 79].
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Capitolul 2

Rezultate de ne-existenta a
solutiilor pentru o problema
cvasiliniara de tip Lane, Emden si
Fowler cu neliniaritatea depinzand
de termenul gradient

2.1 Introducere

Fie p € (1,00) si f: (0,00) — (0,00) o functie de clasi C"' indeplinind

F) m I e s (2 1w LW

uN0 uP~L u oo uP~1
iar g : [0,00) — [0,00) o functie local Holder continud de exponent o € (0,1) cu
proprietatile

(G1) tim 8 _ o si (G2)  lim 9()

= 0.
u\O uP~1 u oo uPL

In acest capitol vom studia ne-existenta solutiilor cu simetrie radiald pentru problema

—Apu (r) = a(r)[f(u(r)) + g(u(r)) + [Vu(r)[] =€ RY, r:=l|z|,
u(r) >0 in RY (2.1.1)

u(r) — 0 cand r — 00,

unde ¢ € R,, N > 2,1 <p < Niara:R"Y — (0,00) este o functie continui si cu

simetrie radiala indeplinind

/ P eDl/e-D (i = oo pentru p € [2, N) (2.1.2)
0

© (p-2)N+1
/ r- 1 a(r)dr = oo pentrup € (1,2]. (2.1.3)
0
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Asa cum am vazut in Capitolul 1 autorii Cirstea si Radulescu [18] respectiv Lair si
Shaker [88] au studiat ne-existenta solutiei in cazul problemei (1.1.1). Observam usor
cd rezultatele lor se pot extinde in aceeasi manierd la problema (2.1.1). Rdmane astfel
intrebarea dacd rezultatul din [18], [88] poate fi obtinut si in cazul unei clase de functii
mai generale. Vom demonstra ca nu mai este necesara conditia de monotonie asupra lui
f sau s +— f(s) /s impusa in [18], [88] pentru stabilirea ne-existentei solutiilor.

Considerata in absenta termenului gradient, in cazul 1 < p < N si pentru conditii
mai restrictive ca in acest capitol, am vazut tot in Capitolul 1 c& Goncalves si Santos [66]
au obtinut pentru problema (2.1.1) rezultate de existenta a solutiilor cu simetrie radiala.

In acest capitol vom stabili conditii suficiente pentru ne-existenta solutiilor cu simetrie
radiald a problemei (2.1.1) in cazul cand f € C* ((0,0), (0,00)) este o functie singulara

in 0. Cazul cand f nu este singulara in zero este tratat de Goncalves si Silva [70].

2.2 Rezultate preliminare

In urmsitoarea lems stabilim conditii echivalente lui (F1)-(F2) in situatia in care f

este singulara in 0.

Lema 2.2.1 Daca f : (0,00) — (0,00) este o functie continua atunci urmdatoarele afir-
matii sunt echivalente:

0l _ lim L&) _ -

1) limf(s) = oo si Jim 5= = 0;

fls)

fls)
GrepT =0.

(s+e)p—1

i) exista € > 0 astfel incdt lim oo gt lim
s\.0 s,/"00

Demonstratie: i)==ii) Observim ca

lim /(s)

g G = o0 deoae g )= oo

p—1
lim —f(s) = lim fs) s
s/00(s+e)P7t s cesPl (s + )Pl

ii)==1) Vom proceda ca in prima implicatie, adicd

£%f<3>:£%$<s+e>p-1:+oo
i )

1) ) (et

S P T T
n
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Urmatoarele leme sunt un instrument util atat in demonstrarea existentei solutiilor
cat si ne-existentei solutiilor problemei (2.1.1). Notdm c& ele sunt intr-o forma mai
generald decat cele regésite in referintele lui Feng si Liu [56] i Zhang [140]. Vor fi
utilizate aici in forma descoperita.

Primul rezultat, folositor in Capitolul 3, il introducem aici datorita legaturii lui cu

rezultatul ce-1 precede.

Lema 2.2.2 Fiee > 0. Daca f € C'((0,00),(0,00)) si una dintre conditiile i) sau i)
din Lema 2.2.1 este indeplinitd, atunci existd functia [ € C((0,00), (0,00)) astfel incat
(1) F este descrescatoare pe (0,00) si (sfsz,l < F(s), Vs > 0;
(2) lim,_o f (5) =0 gilim,_ o f (s) = 0.

Demonstratie: Datorita Leme: 2.2.1 putem defini

o= sp I

t>s>0 (t+ )P~

Observam ca

—e f(@) :
f(s)> (o) Vs >0 git>s, (2.2.1)
sica Ts(s) sunt functii descrescatoare pe (0, 00).

Folosind relatia (2.2.1) si faptul ca
f(s)

lim————— =
s\O0 (s + g)p1

btinem lim f(s) = oo.
obtinem Sl\I‘I(l)f (s) =0 )
Pe de altd parte folosind faptul ¢& f*(s) sunt functii descresciitoare in (0, 00) obtinem
pentru

0<s1<59<0

cad f (s1) > f (s2). Vom arita ci f (s) “=° 0. Intr-adevir, considerm un sir s, "= 0o

si notam ca

—N f(t)
f(sn) = ?;182 (t+ept

Acum, pentru orice n € N\{0} exista t,, > s,, astfel incat

1 f(tn) —e
o= W < [ (sn)

lim f (s,) < lim

n—o00 n—oo (tn —+ g)pfl T n—oo
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Dar
f(s)

lim ———— =0
SLIEO (3 + g)P—l

si deci lim,_o f (s) = 0.

Un rezumat al celor de mai sus stabileste

lim f(s) =0 g lililofa(s) = 00.

§—00

Mai mult, putem presupune c& f € C*((0,00), (0,00)). In contrar, putem inlocui aceste

= 2/75(15)(115, s> 0.

s/2

functii prin

Desigur f (s) < f (s) < f(s/2)

entru orice s > 0 si

p
E -5T6m) -3 /:Q?Wt)dt

[f (&) =

1 s/2>) 25 ()

2
s
2
s 522
1
E

(s) - (s/2>]

respectiv

T (s) € CL((0,00), (0,00)), £ >0

sunt functii descrescatoare. m

Lema 2.2.3 Fiee > 0. Daca f € C*((0,00),(0,00)) gi una dintre conditiile i) sau i)

din Lema 2.2.1 este indeplinita, atunci exista functia f € C*((0,00), (0,00)) astfel incdt

(1) [, este descrescatoare in (0,00) st f_(s) < (S+E)p r, Vs > 0;
(2)  limg oo f_(s) =0 gt lims10 f_(5) = o0
Demonstratie: Datorita Lemei 2.2.1 putem defini
_ f (t)
L) = Wl o
Observam ca
f(s)
0<L(S) < W,V8>O, s>t

sica [ (s) este o functie descrescdtoare in (0,00). Urmand acelasi rationament ca in
Lema 2.2.2 avem

lim f (s) =0 g lim f (s) = oco.

s—o0 —¢€ s——+0—
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Mai mult, putem presupune ca f_ € C'((0,00), (0,00)). In caz contrar, putem s& in-

locuim aceasta functie prin

1

f (t)dt,s > 0.

Le

b=
©
Il
” \Eﬁ

Evident,
fs+1) < fl(s) < £ (s)
si
i) =f(s+1) = f.(s) <0,Vs>0
respectiv

[(s) € CM((0,00), (0,00)), € >0,

sunt functii descrescatoare. m
Urmatorul rezultat este cunoscut. El poate fi consultat in lucrarile lui Hardy [72] sau

Borsuk [13].

Lema 2.2.4 Dacap > 1 gi j(xz) > 0 atunci
p

7 : / ja)d | dt < (p%l) 7 ()P

0 0

Folosind inegalitatea lui Jensen si faptul cd h(x) = 2° este o functie concavi pentru

0 <i<1 siconvexa pentru 1 <1 < +00, obtinem:

Lema 2.2.5 Daca j: I CR — R este o functie local integrabila pozitiva, atunci

(% /Otj(x)da:) < (resp. z)%/otj"(@dl‘

pentru orice t € I, 0 <t i1 < h < +oo (respectiv) < h <1).

h

In demonstrarea rezultatelor principale vom mai utiliza urmatoarea:

Lema 2.2.6 Daci a : RY — (0,00) este o functie continud $i cu simetrie radiald ce

satisface

/ rl/(P—l)al/(P—l) (T’)dT < oo pentrup € (17 2] , (222)
0

/ r(p_za]lwla(r)dr < oo pentrup € [2,N), (2.2.3)
0

+00 3 1/(p—1)
K ::/ (gl‘N/ aNla(a)d0> d¢ < oo.
0 0
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Demonstratie: Cazul 1. 1 <p < 2.

Deoarece in acest caz avem

1
1< —— < o0,
p—1

putem aplica inegalitatea lui Hardy, Lema 2.2.4, (sau Lema 2.2.5 pentru a gési o altd

estimare) si obtinem

oo ¢ /(1)
/ (fl_N/ UN_la(a)da) dg
0 0

, Vo 1 1/-1)
[p—l'(p—l_l) ]

1 \7T e
= (N_p) /0 /DD (€)de < oo (2.2.4)

I

o\,;
+
3

™

e}

1
Y
o\,;

7asY

Q

b

Q}—‘

—~
2

QL

3
~__

g

<

&
joH
-~

IN

Cazul 2. 2 <p < N.

Cum 1 < p—1, obtinem ca

Distingem doua cazuri
§
/ oV a(o)do <1  pentru orice £ > 0,
0

Sau

£o
exista &, > 0 astfel incdt/ oV ta(o)do = 1.
0

¢ 1(p-1)
</ O’Nl&(O')dO') <1,
0
TN I3 1/(p-1) TN
/fp‘l (/ UN_I@(U)dU) dﬁS/ §r1dg,
0 0 0

este finit cand r — oo §i N > p. In cel de-al doilea caz,

(/Oé UNlCL(O’)dO-> 1/(p-1) . /05 N a(o)do, (225

pentru £ > &,. Integrand relatia (2.2.5) de la 0 la r gasim

g (1) I
Ly N-1 d d e N—-1 dodé . 2.2.6
/0 ¢ </0 o ta(o) O') §§/0 § /0 0" a(o)dod§ ( )
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Folosind teorema de integrare prin parti in (2.2.6) avem

/gp / N lo(g)dodé
- N_p/ d_gg’;?/o N la(o)dode (2.2.7)

_1 p— p2 1
:]@_p<_m-1/ N-1, da+/§( o d§)

Utilizand regula lui L’ Hopital in (2.2.7), concludem

lim <_r’z—7 / oNta(o)do + / 5“"537“a<£>d5)
r—00 0

(p—2)N+1

—fo oV -1qg d0+7"17 r forf =1 a(&)d¢

= lim

T—00

_ lim f(p 2)N+1 £)de = / £<zo—> +1 a(£)de < oo,

T—00

fapt ce incheie demonstratia lemei. =

Rezultatele principale ale acestui capitol sunt publicate in referintele [26], [30] si sunt:

2.3 Rezultate principale

Teorema 2.3.1 Presupunem ca f € C'((0,00), (0,00)) este o functie singulard in 0 in-
deplinind (F1)-(F2) iar g : [0,00) — [0,00) o functie local Holder continud de exponent
a € (0,1) satisfacind (G1)-(G2). Daca in plus a : RN — (0,00) este o functie continud,
cu simetrie radiald i cu proprietatea (2.1.2) atunci problema (2.1.1) nu are solutii cu

simetrie radiala.

Demonstratie: Presupunem cé (2.1.1) are o astfel de solutie u(r). Atunci ea verifica
(PN () = =N alr) [f (u(r)) + g(u(r) + [Va(r)|],
sau, echivalent
(PN () < =N a(e)[f (u(r)) + glu(r)].
Integrand aceasta expresie de la 0 la r, avem
< = [ o) + gtu(o)ale)do,

fapt din care rezulta ca v'(r) < 0 oricare ar fi r > 0.
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Introducem functia auxiliard In(u(r) + 1) := u(r) > 0 pentru orice r > 0 si observam

%

- oy Bpulr) o [Vu()?
A= e - P ey
relatie din care se obtine ca w(r) satisface
_ [f(u(r) + g(u(r))la(r)
)+ 1y
1 N-1(_ = p—2--/ / . |Vu(7’)|p
> 5 (PN (= ()P ()] + (p 1)—(U(r)+1)p' (2.3.1)

Multiplicand relatia (2.3.1) prin ¥ ! si integrand in (0, ¢) obtinem
3 £ N-1
1\l N1/ o Vu(o)
/0 [(—u (0))P 1o 1} do — (p — 1)/0 (a(o) 1) do
[t + st
0

(u(0) + 1)1

>

sau echivalent cu

3 N-11\7q p
(=a'(§)"~ /O (p— )%dd (2.3.2)
]

€ [ (u(0)) + glu(o))a(o)o™
= / (a(o) + Dt i,

Multiplicand ecuatia (2.3.2) prin ¢, deducem ca

N1 Vu(o)P
<_ﬂ,<§))p_1 - 61_N<p - 1)\/0 (u(0|_)v_’_(1)33|
n S (fu(o) + g(u(0))) a(o)o™ !
> ¢ /0 o) T do. (2.3.3)

do

Din (2.3.3), avem

S (F(ulo u(o))) a(o)oN 1
(—@ ()P > 51N/0 (f (u( ))(;r(i; 15 1)))21( ) p

g,

relatie echivalenta cu

g

-y Vo € (f(u(0)) + gu(0)) a(e)o™

B 1/(p-1)
—w(E) = (u(o) + 1)p—1 ]

(2.3.4)

Integrand (2.3.4) in (0,7), avem

R R R e

Observam ca u(r) < u(0) pentru orice r > 0 dacd si numai dacd u(r) < u(0) pentru

orice r > 0. Pe de alta parte

> £, (u(0)), (2.3.5)
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unde f , este functia corespunzatoare lui € = 1 din Lema 2.2.5.

Deoarece u este pozitiva, obtinem

PN T (f(u(0) + glu(o))) afo)o¥ !
. U (u(o) + Dt I

Substituind (2.3.5) in expresia (2.3.6), obtinem

P e\ .
/0 v (/0 a(o)o da) dg < WU(O) < 00.

d¢ <u(0), Vr>0. (2.3.6)

1/(p—1)
d

Acum, deoarece 2 < p < N, sau echivalent scris

1
1> —— >0,
p—1

deducem ca

€
%/ Jf:fal/(p—l)(g)dgdg
=N ¢ 1 1)
S —1 o p— la/(p ( )dO’dS
0 0
b~ 1/Td ; s 1/(p—1)
_ _5p1/ o3 a0 (o) dodg (2.3.7)
N—=2J, d§ 0
— ]Iz[_]é(_ril Tgp 1a1/(p 1)( d0+/ 51/19 1) (5)1/19 Udf)
0
1 1 2 2
2]]\97 . N12/0 [r]pvl — () 1}#/(? DM P (4)dt
re
p—1 1 2]12 /T/2 1/(p—1) ,1/(p—
> 1/ (=1 1/ 0= (1) 1t
- N — 2TN12{ 1 0 ¢ Q
p—1 3= / 1/(p-1) g1/ (0-1) ;
=3 2(1_ 5p—l) tt/p= P=H(t)dt — oo cand r — oo.
- 0
Deci
1
00 > u(0) > oo

Am obtinut o contradictie. m

Teorema 2.3.2 Fie f € C'((0,00),(0,00)) o functie singulara in 0 satisfacind (F1),
(F2) iar g : [0,00) — [0,00) o functie local Hélder continua de exponent o € (0,1) ce
verific (G1), (G2). In ipoteza suplimentard a : RN — (0,00) este o functie continud si
cu simetrie radiald iar p > N problema (2.1.1) nu are solutii cu simetrie radiala.
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Demonstratie: Presupunem ca (2.1.1) are o astfel de solutie pe care o notdm prin

u(r). Atunci ea verifica
—(rN T ()P () = N alr) [f (u(r)) + g(u(r) + [Vu(r)|].
Deoarece membrul drept al acestei egalitati este pozitiv pentru r > 0, rezulta ca
(PN ()PP () < 0 pentru v > 0,

o o _ 2 : y
si in consecind r —— V71 [u/ P77 4/ (r) este functie descrescitoare.

Intrucat aceastd functie este descrescitoare si v/(r) < 0, avem
PN ()P (r) < RV W (R) PP W/(R) < —C pentru > R, (2.3.8)

unde C' := —RN~1 |o/(R)|P >/ (R) este o constanti strict pozitivi.

Mai mult, relatia (2.3.8) poate fi rescrisa astfel

1-N
—u'(r) > Cirer, (2.3.9)
cu
Oy = C71 > 0.

Integrand inegalitatea (2.3.9) de la R la r avem

w(R) —u(r) > C’l/ ot dr pentru r > R.
R

Facand » — oo, obtinem o contradictie. m

Teorema 2.3.3 Daca f € C'((0,00),(0,00)) este o functie singulard in 0 ce satisface
(F1)-(F2), g : [0,00) — [0,00) o functie local Holder continua de exponent o € (0,1)
ce verifica (G1)-(G2) iar a : RY — (0,00) este o functie continud, cu simetrie radiald

§1 cu proprietatea (2.1.3) atunci problema (2.1.1) nu are solutii cu simetrie radialG.

Demonstratie: Presupunem ca problema (2.1.1) are o astfel de solutie. Cu acelasi
rationament ca in demonstratia Teoreme: 2.3.1, avem

u(0) —u(r) > /0 Cer { /0 "l (“(U))+9(“(”))]“(0)0N_1da} mpl)dg. (2.3.10)

(u(o) + 1P~

Observam ca u(r) < u(0) pentru orice r > 0 implicd u(r) < u(0) pentru orice r > 0.

Deoarece u este pozitiva, relatia (2.3.10) conduce la

TN [ (f(u(o) + g(ul@) al@)o¥ O
; § {/0 (ulo) + 1) da} d¢ <wm(0) ¥Yr>0. (2.3.11)
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Pe de alta parte

f(u(0)) + g(u(o))
(u(o) + 1P~

> [ (u(o)), (2.3.12)

unde f este functia corespunzatoare lui € = 1 din Lema 2.2.3. Substituind (2.3.12) in

expresia (2.3.11) obtinem

T N ) B
[ 67 ([ oo an) s g <o

Consideram 1 < p < 2, sau echivalent

1
1< — < +4o0.
p—1

Observam ca nu putem avea

3
/ T la(r)ydr <1 pentru &€ > 0.
0

Intr-adevar, in acest caz am avea

N—p
-1 N7\ [7? w2
ij\?f (1— (§> )/ tp;—q]“a(t)dtﬁoo cand r — o0
—-p 0

ceea ce ar reprezenta o contradictie.

Ramane doar cazul
€o
exista £, > 0 astfel incdt/ oV ta(o)do = 1,
0

in care avem

¢ 1/(p—1) ¢
(/ JN_la(a)d(j) > / o a(o)do pentru € > &,
0 0

ro ¢ 1/(p=1) oy [€
=1 N-1 1 N-1
/05 (/0 o a(a)da) dﬁZ/Of /00 a(o)dodg . (2.3.13)
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Integrand prin parti obtinem

p—1 ( p=N / 1, / o2 >
= —— | —rr1 o o)do+ | & €)d¢
N —p 0

-1 1 " - (p=2)N+1
=7 G L0
0

N_prpfl
p—1 1 < N-p r pr) /7’/2 (p=2)N+1
> re1 — (=)p-1 t 1 qa(t)dt
b1 (o (VD 72
= 1—<—> / t 1 a(t)dt = cand r — 0.
N—p 2 0

Rezulta

ceea ce reprezinta o contradictie. m
Remarca 2.3.1 In ipotezele Teoremetr 2.3.1 avem ca

© (-2)N
/ 7 a(t)dt = oo
0

Demonstratie: Intr-adevar, in situatia in care

¢ 1/(p—1)
( / oV a(o )da) <1
0
vedem, folosind (2.3.7), ca

L712 r/2
p=1 1— 1\~ / /=D g1/ =1 (1) gt
N -2 2 0
TN 13 1/(p—1) TN
S/fz’—l(/a]vl()do> d£</§p—1d§.
0 0 0

In concluzie, cind r — oo, avem

/ t71 YD (1)dt £ oo,

0

Pe de alta parte, daca am avea

€o
exista &, > 0 astfel incdt/ oNta(o)do = 1,
0
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atunci relatia (2.2.7) conduce la

1 1 Nf_f r/2
h<l_<§> ) /0 P01 =) (1) gy

_ ¢ 1/(p—-1) 1 r/2 o
< / £rt (/ UN‘la(a)dU) de < L / t%a(t)dt pentru & = &,
. . N—pJo

fapt ce incheie demonstratia. =
Remarca 2.3.2 Daca ipotezele Teoremei 2.5.3 sunt indeplinite atunci
/ /=D V=D () dt = . (2.3.14)
0

Demonstratie: Din relatia (2.2.4) observim ca

oy ¢ 1/(p—1) 1 1/(p—1) oo
/ Er-1 (/ O'N_la(O')dU) ¢ < (—) / /=D V=D (gt
0 0 N—p 0

(2.3.15)
Cand .
0
exista £, > 0 astfel incdt/ oV ta(o)do = 1,
0

Nepy \ -1
p—1 (1) p-1 / 12 N1 1-N (/5 N1 )

— |1 = t 1t a(t)dt < p—1 o alo)do d€ .
— ( . 0 mar< [ &7 ([ o talo) :
(2.3.16)

In aceastd situatie (2.3.14) rezultd din (2.3.15) si (2.3.16). Pe de alt# parte, daci

c 1/(p-1)
</ UN_la(a)da) <1,
0

X (p—2)N+1
/ £ a(t)dt # oco.
0

avem

observam c&

2.4 Comentarii

Studiul prezentului capitol s-a datorat unei probleme enuntata de autorii Xue gi Zhang
in [137] unde ei trateaza existenta solutiilor problemei (2.1.1), pentru p = 2, sub ipoteza
cia: RN — R satisface proprietatile (LS1)-(LS3) din Capitolul 1, iar f : (0,00) — (0, 00)
este o functie de clasid C' ce indeplinegte (F1)-(F2) pe cand g : [0,00) — [0,00) este
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presupusd a fi o functie local Holder continud de exponent « € (0, 1) si satisfacand (G1)-
(G2). Problema propusi de ei este dacd conditia (LS3) este necesard in studiul existentei
solutiilor problemei (2.1.1).

In acest capitol noi am aritat ci dacd conditia (LS3) nu este indeplinitd atunci
problema (2.1.1) nu are solutii cu simetrie radiald. Asa cum am mentionat, Goncalves
si Santos [66] au stabilit rezultate de existentd a solutiilor cu simetrie radiald pentru
problema (2.1.1) in absenta termenului gradient sub conditia (LS3). Pe de altd parte
in lucrarea [103], autorul a construit un exemplu pentru problema dezbatutd de Lair
si Shaker in [88] prin care a ardtat cd relatia (LS3) nu este neapéarat necesara ci doar
suficientd pentru existenta solutiilor fara simetrie radiala.

Drept urmare, putem concluziona ci problema ridicatd de autorii referintei [137] este
complet rezolvata cu informatiile aduse in acest capitol.

Mai mult noi am tratat problema (2.1.1) in cazul general 1 < p < oo si in plus prin
Remarcile 2.3.1, 2.3.2 coroborate cu rezultatele din Capitolul 7 gi din [66]/ am aratat
cd ipotezele (2.2.3)-(2.2.2) sunt ,aproape necesare” in studiul existentei solutiilor gi in
cazul p # 2.

Indreptim pe cei interesati de studiul solutiilor cu simetrie radiald pentru probleme

ca (2.1.1) spre a folosi argumente din cartea [125].
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Capitolul 3

Rezultate de existenta si unicitate a
solutiei pentru o problema eliptica
semiliniara de tip Bieberbach si
Rademacher

3.1 Introducere

Urmaétoarea problem# va fi consideratd in acest capitol: Fiind date a,c: RY — R cu
proprietatile:
(AC1) existi o € (0,1) astfel incit a,c € CLY(RN) ;
(AC2) a(z) > 0,c(z) > 0,Vz € RY;
(A3)  [5T re(r)dr < oo unde (r) = max,—, a(z)

sa se demonstreze existenta a cel putin unei solutii u (z) € C’lzog (RY) ce verifici problema

—Au+c(z)u Vul =a(z)in QCRY, u>0in Q (3.1.1)

cu u(x) — 0 cind |x| — oo, N > 2 gi Q = RM. De asemenea, ce putem spune cand
Q CRN?

Probleme similare lui (3.1.1) au fost intensiv studiate in cazul in care () este un
domeniu mérginit al lui RY. Studiul nostru este motivat de lucririle recente ale autorilor
Arcoya, Carmona, Leonori, Aparicio, Orsina si Petitta [7], Arcoya, Barile gi Aparicio [§]
gi Shu [130] unde este studiatd existenta, ne-existenta si unicitatea solutiilor pentru
probleme ca (3.1.1).

In acest capitol vom prezenta un nou argument, care poate fi aplicat, in rezolvarea
problemelor similare lui (3.1.1) diferit de cel introdus in referintele [7], [8], [130].

Problema este considerats in cazul in care domeniul Q@ C RY este marginit si cu

frontiera 9 de clasd C** cu a € (0,1).
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Ecuatia (3.1.1) contine functia singulard u~' si termenul gradient ]Vu]Q, care combi-
nate cu functia ¢ fac abordarea lor mai dificila.

Folosind metoda sub si super-solutiilor precum si argumente ale principiului de maxim
vom prezenta conditii suficiente pentru existenta a cel putin unei solutii pentru problema
(3.1.1).

Vom avea nevoie de citeva rezultate ajutatoare:

3.2 Rezultate preliminare

In demonstrarea existentei solutiei pentru problema enuntati, avem nevoie de un
rezultat de scufundare al spatiilor Sobolev in spatii Holder rezultat ce poate fi consultat
in cartea autorilor Gilbarg si Trudinger [64] sau Mihlin [108].

Pentru aceasta consideram U, V' spatii Banach si reamintim urmatoarele notiuni:

Definitia 3.2.1 Spunem ca U se scufunda continuu in'V' si scriem U — V', dacaU C 'V

gi exista o constanta C' > 0 astfel incit Yu € U avem ||ul|,, < C ||ull,-

Definitia 3.2.2 Vom spune ca U se scufunda compact in' V' gi scriem U —— V', daca

U—V s orice sir marginit in U are un subgir care este convergent in V.

Cu aceste definitii, avem urmatorul rezultat de scufundare al spatiilor Sobolev in

spatii Holder:

Lema 3.2.1 Fie Q un domeniu marginit al lui RN cu frontiera de clasd C*, m € N i

1 <p<oo. In aceste ipoteze, pentru orice
re NU{0},0<a<1

cu

m—N/p>r+a«

are loc scufundarea continua

W™P(Q) — C™*(Q).
Masi precis, exista o constanta C' > 0 astfel incit
”Uch(ﬁ) <C HuHW"hP(Q) .
Pe de alta parte, pentru orice

re NU{0},0<a<1
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cu

m—N/p>r+«
are loc scufundarea compacta

WP (Q) —— Cm(Q),

ceea ce inseamna ca
Wm’p(Q) — C’T’O‘(ﬁ)

g1 orice gir marginit in W™P(Q) are un subgir convergent in C™*()). Remarcam ca
pentru un domeniu marginit Q@ C RN acest rezultat are loc pentru WyP(Q) substituit lui

Wmp ().

Urmatoarele doud rezultate de estimare in interior a solutiei (spunem interior deoarece

Y CC Q) pot fi regasite in [64].
Lema 3.2.2 Fie Q un domeniu in RY gi u € C?(Q), satisfacind
—Au=h in Q
unde h € C*(Q). In aceste ipoteze pentru orice submultime Q' CC §, are loc estimarea
Jullgnoery < Coupu+ Il cny):
unde C' este o constanta ce depinde de o € (0,1), 2, ', de dimensiunea N gi dist(),00).
Lema 3.2.3 Fie Q un domeniu in RY si
u € W2P(Q)N LP(Q),1 < p < o0,

satisfacand

—Au=h in Q
unde h € LP(Q). In aceste ipoteze pentru orice domeniu Q' CC Q, are loc estimarea
||U||w2’p(szf) < O(HUHLP(Q) + HhHLP(Q))a
unde C' depinde de N,p, Y, €.
Avem nevoie de urmatoarea variantd a principiului de maxim datorata lui [74] (vezi

[122, 123)):
39



Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

Lema 3.2.4 Fie Q un domeniu marginit al lui RN cu frontiera de clasi C?. Dacd

u: ) — R este o functie de clasa C*(Q) N C(Q) astfel incat

“Au>0 inQ
{ uz0 i (3.2.1)

u >0 pe 051,

atunci u > 0 in €.

Observam ca Lema 1.2.5, pentru p = 2, este o varianta mai generala a principiului
de maxim. In acest sens Lema lui Hopf exprim ci in situatia (3.2.1), are loc: ori u este
constanta in €2 ori u este pozitiva si neconstanta in {2 si in acest caz, daca exista puncte
de pe frontiera cu proprietatea ca u = 0 in acele puncte, atunci normala exterioara
Ou/On in aceste puncte este strict negativa. In particular, principiul tare de maxim al
lui Hopf stabileste ca daca u € C%(Q) N C(Q) verificd (3.2.1) cu u = 0 pe JQ atunci
u=01n Q2 sauu > 0in € si g—z < 0 pe 09 (presupunand ca OS2 are proprietatea sferei
interioare in orice punct z, € 052, in sensul c& pentru fiecare z, existd o bild inchisd B
astfel incat B N 0Q = {zo}).

Deoarece vom aplica metoda sub si super-solutiilor in forma obtinutd de Amann [3],
este necesar si definim notiunea de sub si super-solutie in sensul definit in [3].

Pentru fi(z,7,€) : @ x R x RY — Rsi g : 90 — R, Amann introduce urmstoarele
definitii:

Definitia 3.2.3 O functie u € C?*(Q) se numeste sub-solutie a problemei
— Au = fi(z,u,Vu) in Q, u= g pe 09, (3.2.2)

daca

—Au < fi(z,u,Vu) in Q, u=g pe .

Definitia 3.2.4 O functie u € C**(Q) se numeste super-solutie a problemei (3.2.2)
daca

—Au > fi(z,u,Vu) in Q, u= g pe 0.
Rezultatul principal preluat din [3] este:

Lema 3.2.5 Fie Q un domeniu marginit in RY cu frontiera 9 de clasa C** (o € (0, 1)),
g € C>*(0R) iar f, este o functie continud cu proprietatea ca 0f1/0n, 0f1/0¢", i =1, N
existd, sunt continue pe Q x RN*1 i astfel incat:
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AM1)  fi(-,n,€) € C*(Q), uniform pentru (n, &) in multimi marginite ale lui R x RY ;
AM?2) exista o functie fo : Ry — Ry astfel incat

f1(z.0,€)] < f2(p)(1 + €], (3.2.3)

pentru orice p > 0 si orice (1,1,£) € Q x [—p, p] x RV,
In aceste ipoteze, daci problema (3.2.2) are o sub-solutie u si o super-solutie U astfel
incdt u(x) < u(x), Vo € Q atunci existd cel putin o functie uw € C*T*(Q) cu proprietatea

w(r) < u(z) <u(x) oricare ar fix € Q i satisfacind (3.2.2) punctual. Mai precis, existd

o solutie minimald u € [u,u] §i o solutie mazimald u € [u,u], in sensul cd orice solutie

u € [u,T)] satisface u < u < 0.

Suntem in masura sd demonstram:

3.3 Rezultate principale

In cele ce urmeaza vom utiliza argumente similare lui Crandall, Rabinowitz si Tartar

[36], Noussair [115] gi Cui [37].

Teorema 3.3.1 Daca Q C RY este un domeniu marginit cu frontiera 0 de clasa C**

(a € (0,1)) sia, ce C®Q), a(x) >0, c(z) > 0 pentru orice v € Q atunci problema

{ —Aute(@)u |Vul* =a(z) i Q u>0 i Q (3.3.1)

ujpn =0,
are cel putin o solutie u € C(2) N CH(Q).

Demonstratie: Fie ¢ € (0,1). In stabilirea existentei solutiei lui (3.3.1) vom studia

mai intai problema aproximativa

—Au+ c(z)u | Vul* = a(z), in €
e i Q (3.3.2)
u=¢e, pe 2.

Pentru aceasta consideram ¢; > 0 prima functie proprie corespunzatoare primei

valori proprii A\; a problemei

— Au = Muin Q, upo = 0. (3.3.3)
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Se stie din [64] ci p; € C*T*(Q). Notdm my := min, ga(r) si M; = max, qc(z) si

demonstram ci functia u = o1¢? + ¢, unde

0<oy < min{ 2 = 1} (3.3.4)

2\ max, g @3 + 4M; max, g |V,
este o sub-solutie a problemei (3.3.2) in sensul Lemei 3.2.5. Intr-adevir, din (3.3.4) avem

—Au+ c(z)u |Vul* — a(z) < —Au+ My |Vul* — m;
< —201p1Ap; — 204 |V<P1|2 + 4Myoq |Vg01|2 — Mg

= 20102 — 201 [V | + 4Myoy [V, |* — my

< 200 M2 + AMo1 [V, |* — my < 0.

In continuare vom proba existenta unei super-solutii a problemei (3.3.2). Pentru aceasta

fie v € C?7*(Q) unica solutie a problemei
—Ay=a(x)in Q, y>0in Q, y(xr) =0 pentru z € 99, (3.3.5)
si observim ci, T = v + ¢ € C?%(Q), satisface
—AT + c(z)u | Val]® = a(z) + c(z)a ! VAl > a(z).

Clar, u este o super-solutie a lui (3.3.2). Acum, deoarece

{ ~A (@ —u) > a(@) + c(z)u ! |Vul* — a(x) > 0 in Q, (3.3.6)

u(z) — u(x) =0 pentru x € 0N

rezults din principiul de maxim, Lema 3.2.4, ci u(x) < u(z), x € Q.

Am obtinut o sub-solutie u € C*%(Q) si o super-solutie u € C%%(Q) pentru problema
(3.3.2) astfel incat u < u pe € in ipotezele Lemei 3.2.5. Deci, existd u. € C%%(Q) cu
proprietatea

u(r) <wu.(z) <u(r) pentru z € Q, (3.3.7)

si verificand problema (3.3.2) punctual.
Relatia (3.3.7) aratd cd v > 0 in Q. Remarcdm ci si u = 010? + ¢, unde o este o

constanta pozitiva astfel incat

0 <oy <min ma 510, (3.3.8)
max,.q[2v + 4M; [V’

este o sub-solutie a lui (3.3.2) cu aceleasi proprietati din Lema 3.2.5.
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Pani in prezent am obtinut o functie u. € C**(Q) ce verificd punctual problema
echivalenta lui (3.3.2):
—Au+ c(z) (u+e) " |[Vul’ = a(z) in Q,
{ u>0 in Q, u=0, pe I
Vom arita cd, pentru orice domeniu marginit €' CC € cu frontiera de clasd C%“ exista

o constanta Cy > 0 indeplinind
Hus||02+a(§’) < 04- (339)

Intr-adevir, pentru Q' C C €, alegem €y, Qs si Qs cu frontiera de clasi C>* o € (0, 1),
astfel incat

QccQccQyccQycc.

Notam ca
u.(z) >u >0,V e, i=1,3. (3.3.10)
Fie
he(x) = a(z) — c(z) (ue(z) + &) [Vue(z)|* pentru = € Qs.
In cele ce urmeazi Ci—17, desemneaza constante pozitive independente de ¢.
Deoarece —Au,(r) = h.(z), v € Q3, din teorema de estimare in interior a gradientului

datoratd autorilor Ladyzenskaya si Ural’treva [86] rezultd ci existd constanta pozitiva

('} independenta de ¢ astfel incat

max ||Vu. (z)| < Ci maxu, (z). (3.3.11)

2eQs weQs
Folosind (3.3.7) si (3.3.11) obtinem ci | Vu,|| este uniform marginit in Q,. Acest ultim
rezultat, proprietitile lui a si ¢ aratd cd |h.| este uniform mérginitd pe Qs si deci h. €
LP(€25) pentru orice p > 1.
Cum

—Au.(z) = h.(x) pentru x € Qa,

din Lema 3.2.3 rezulta ca exista o constanta pozitiva Cy independenta de e astfel incat

[ucllwen @,y < Calllhe(@)l ooy + el o @,));

fapt ce arata ca [|uc ||y 2, (q,) este uniform marginita.
Alegem p astfel incat p > N sip > N (1 — a)_l si folosim teorema de scufundare a
lui Sobolev’s, Lema 3.2.1, pentru a rezulta ca ||u.|| ora(a) este uniform marginita de o

constanta independenta de e.
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Mai mult, aceasta implicd ca h. € C*() si [|hello.a(q,) este uniform marginita.
Folosind teorema de estimare in interior a lui Schauder, Lema 3.2.2, pentru solutiile
ecuatiilor eliptice (3.3.18) avem c4 exista o constantad pozitiva C5 independenta de € cu

proprietatea

951

Jttel| 20y < Cs <Hh5|]007a(91) + sup ug> . (3.3.12)

Deoarece [|hc||po.a (g, este uniform marginit, vom observa din (3.3.12) ca
HUchz,a(ﬁ') < (4. (3.3.13)

Astfel, (3.3.9) este demonstrat.

Punem ¢ := 1/n si u, = uy/p. Cum u, este marginit in 2 (§I> pentru orice
domeniu marginit ' CC Q cu frontiera de clasd C*®, conform (3.3.13), putem folosi
teorema lui Ascoli-Arzela si procedeul de diagonalizare, pentru a obtine un subsir al lui

Un, Notat tot prin u, si o functie u € C? <§,> astfel incat
||, — uHCQ(ﬁ/) — 0 cdnd n — oc.

In particular Au,, si a(z) — c(x)(un + 1/n) " |Vu,|* converg cind n — oo in Q0 la Au
si a(x) — c(x)u" |Vu|® respectiv.

Atunci u este o solutie a problemei

— Au=a(z) — c(z)u " |[Vul* in Q) (3.3.14)

de clasi C2%(Q) si deci de clasd C2*(Q') din argumentele standard bazate pe estimarea

Schauder.
Intrucat € este arbitrars, rezultd ci v € C%*(Q2). Am obtinut u,, — u (punctual) in

C?**(Q). Acum, trecand la limitd in (3.3.7) pentru n — oo, rezulta
o102 () < u(z) < v(z) pentru x € Q. (3.3.15)
Mai mult, din (3.3.14) si (3.3.15), obtinem ca
—Au = a(z) — c(z)u |Vul> i Q, u>01inQ, yag = 0.

Atunci u € C(2) N C%%() este solutie a problemei (3.3.1). =
In urmétorul rezultat stabilim conditii suficiente pentru existenta solutiilor lui (3.1.1)

pentru Q = RY. El reprezinta unul din rezultatele comunicate in [33].
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Teorema 3.3.2 In ipotezele (AC1), (AC2), (A3) problema (3.1.1) are cel putin o solutie
u € C2%(RN). Dacd, in plus, existi ju € (2, N) astfel incat

loc

‘llim lz|" o(|z]) < 00 (3.3.16)
atunct
u(x) = O(|z|*™) cand |z| — oc. (3.3.17)

Demonstratie: Pentru a demonstra existenta solutiei lui (3.1.1) vom considera

urmatoarea problema

(3.3.18)

—Au+ c(z)u "t |[Vul> = a(z) in By, u>0in By,
u=20 pe OBy,

unde By := {z € RY ||z| < k} este o bili de centru O girazd k = 1,2, ... Punem Q = By in
Teorema 3.3.1. Atunci problema (3.3.18) are cel putin o solutie u;, € C(By)NC%%(By),
ce satisface

u < wu, <uin By, (3.3.19)

unde u (respectiv @) sunt functiile corespunzitoare din Teorema 3.3.1 pentru §2 = Bj.

In afara lui B, vom pune u;, = 0. Functia rezultati este in RY. Acum observam ci
|| 3
w(lz]) : =K - / §I_N/ oV ro(o)dode, (3.3.20)
0 0
oo 3
K : = / fl_N/ oV lo(o)dodé,
0 0

este unica solutie cu simetrie radiala, strict pozitiva si marginita a problemei

{—Aw:gp(|x|) in RN, w >0 in RY

w(x) — 0 cand |x| — oo,

si, in plus, satisface
—Aw (|z]) + e(@)w™" (|2]) [V (J2)* > a(z) pentru z € RY,

0<w< K, K:=55 [ re(r)dr (r:=|z|) si w(r) — 0 cind r — oo.
Demonstram ca

ug (v) < w(|z]), 2 € RY, k=1,2,3,... (3.3.21)

Deoarece w > 0 in RY si up, = 0 in RY\ By, este suficient s aratim ca

ur <w in By, k=1,2,3,...
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Pentru a arita aceasta observim ci w € C? (Ek) si

—A(w — ug)

w — U

> c(z)u;t [Vug)® — a(z) + a(x) >0 in By,
> 0 pentru |z| = k.
Ca o consecinta a principiului de maxim, Lema 3.2./, avem ca up < w in Bj. Deci
(3.3.21) are loc.

Folosind procedura standard de convergenta (vezi Capitolul 4 ori [115] si [37]) vedem
ca din uy putem extrage un subsir, notat tot prin wuy, astfel incat u; — w (punctual) in
CZQO’S‘(RN ) si ca u este solutie a problemei (3.3.1).

In ordine, pentru a arsta (3.3.17), din argumentele de mai sus avem

u(x) < w(|z|) pentru x € RY. (3.3.22)
Pe de alta parte
. w(z) 1 . w'(v)
lim . = Cp T
jal—o0 | 2] 1 lal—oo |z
_ b lim /|x oV ro(o)do ) x|V
n— 2 |z|]—o0 0
1

= — lim |z|" o(|x]) < co.
L ol (i)

Deci
w(z) = O(|z|*™") cand |z| — oo, (3.3.23)
si (3.3.17) rezulta din (3.3.23) si (3.3.22). Demonstratia Teoremei 3.5.2 este acum com-

pleta. m

Importanta rezultatului din Teoremele 3.3.1, 3.3.2 este redata considerand problema
Au=a(x)h(u) in Q,u>01in Q, ulr)—> oo cind r — 0N (3.3.24)

unde Q C R¥ este o multime.

Vom deduce usor urmatoarele 2 remarci:

Remarca 3.3.1 Cdnd h(u) = €“, printr-o transformare de forma w = e~ problema

(3.5.24) devine

2
— Aw+ [V =a(x)in Q,w>01inQ, w—0 cind xz— 09, (3.3.25)
w

dar aceasta este problema (3.1.1) pentru c(x) = 1.
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Remarca 3.3.2 Cand h(u) = u® (§ > 1) pentru w = Cu=C"",(C = 1/(§ — 1)) in
(3.3.24) avem

Vw|*

w

— Aw + 6C

a(x) in Q, w>01iQ, w—0 cind r— 09, (3.3.26)
dar aceasta este problema (3.1.1) cand c¢(z) = 6C.

In consecinti, solutia problemei (3.3.24) poate fi obtinuts printr-o simpld transfor-
mare a solutiei obtinutd in Teoremele 3.3.1, 3.3.2. Problemele (3.3.25), (3.3.26) apar de
exemplu in studiul geometriei Riemanniene (vezi Cheng si Ni [25]), potentialului electric
in cateva corpuri (vezi Keller [80]) si in studiul migcarii unui gaz intr-un spatiu inchis
(vezi Pohozaev [116]).

In continuare vom prezenta un rezultat de unicitate pentru problema (3.3.24):

Remarca 3.3.3 Fie Q) un domeniu marginit al lui RY (N > 2) ce satisface conditia
sferei uniform interioare si exterioare in fiecare punct de pe frontiera 0S). Presupunem
ci functia a satisface (AC1)-(AC2) si ca h este o functie de clasa C* pozitiva si definita

pe [0, 00) astfel incdt h este strict crescatoare in (0,00) cu h(0) = 0. Daca, in plus

s+ h(s)/s este strict crescatoare, (3.3.27)

00 z —-1/2
/ [/ h(x)d:c} dz < oo pentru orice t > 0
¢ 0

gi pentru orice 5 € (0,1) avem

lim inf [ /ﬁ jo ( /0 h ) dy) ™ 4/ /t h ( /0 h ) dy) ds] o1, (3.3.28)

atunci exista o unica solutie a problemei (3.3.24).

Demonstratie: Presupunem ca u si v sunt solutii arbitrare ale problemei (3.3.24).
Va fi ardtat cd u < v pentru orice z € . Notdm «(z) := u(z)/v(z) — 1 si presupunem
prin absurd ca u > v. Sub ipotezele asupra lui a, h si lui €2 cunoastem din literatura

problemei (3.3.24) (vezi spre exemplu [9]) c& sub ipotezele noastre

lim a(z) =0, (3.3.29)
oot

fapt ce atrage max,cq o) existd si este pozitiv. In punctul z, unde maximumul este
atins, avem Va(zg) = 0 i Aa(zg) < 0, fapt ce implica
( — vAu + uAv) (zo) > 0. (3.3.30)
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Atunci (3.3.30) implica

(h(v) ~ M) (o) = 0,

(% u

care intrd in contradictie cu t —— h(t)/t este strict crescatoare pe (0,00). Deci u < v in

2

. Un argument simetric aratd c& v(z) < u(z) pentru orice x € Q si deci u(z) = v(z) in

2

3.4 Comentarii

Cand Q C RY este un domeniu marginit din R?, a (z) = 1 si h(u) = e* problema
(3.3.24) a fost pentru prima datd studiata de Bieberbach [12]. Rezultatele de existenta
stabilite de Bieberbach au fost extinse de Rademacher [124] la mul{imi mérginite din R3
suficient de netede.

Tot pentru multimi mérginite din RY, independent, Keller [81] si Osserman [117]
au gasit conditii necesare si suficiente asupra lui h privind existenta solutiilor problemei
(3.3.24).

Keller in lucrarea sa folosegte pentru obtinerea rezultatelor fundamentale urmatoarea

conventie:

Definitia 3.4.1 Spunem ca functia continua h : R — R, satisface conditia G daca

existda o functie continua, pozitiva l(u) cu h(u) > I(u) si

/Ooo {/Ozl(x)dx}_lﬂ dz < 0.

In ipotezele c& © C RY este un domeniu mérginit a cirui frontiers este 99, I(u)
satisface conditia G si u este o solutie a problemei (3.3.24) Keller aratd ci existd o
functie descrescitoare g determinatad de I(u) astfel incat u(P) < g[R(P)], unde P este
un punct din  iar prin R(P) noteaza distanta de la P la 0. De asemenea g(R) are
proprietatile limg_o g(R) = 00 si limg_,o g(R) = —00.

Mai mult folosind aceste rezultate el arata ca daca h(u) este crescatoare i satisface
conditia GG, atunci in orice domeniu marginit €2 exista cel putin o solutie a problemei
(3.3.24).

Vom obtine si noi in Capitolul 7 rezultate asemanatoare de existenta a solutiei pentru
problema (3.3.24) studiata in prezenta operatorului p-Laplacian. Tehnica demonstratiei
este similara celei acestui capitol insa nu avem o caracterizare a solutiei precum cea
obtinuta aici.

48



Capitolul 4

Rezultate de existenta a solutiei
pentru o problema semiliniara de tip
Klein si Gordon

4.1 Introducere

In acest capitol vom studia existenta solutiilor pentru problema

— Au+c(z)u = a(z)f(u),u >0 inRY u(z) =g (4.1.1)
unde N > 2.
In studiul problemei considerate vom presupune ci functiile a, ¢ : RN — R satisfac:
(AC1) a,c€ Cp%(RYN) pentru a € (0,1);
(AC2) a(x) > 0,c(x) >0 Ve e RY;
(A3) pentru ¢(r) = maxj,—, a(zx) avem

/ ro(r)dr < oo,
0

si ca functia neliniard f € C1((0,00), (0, 00)) satisface urmatoarele proprietati:

(F1) i@)@ — 400 si Ji/nolo@ = 0.

In acord cu rezultatele discutate de Aris in [6] si introducerea articolului lui Xue
si Zhang [137] pentru c(x) = 0 astfel de probleme (4.1.1) apar in studiul proceselor
de reactie difuzie, in teoria controlului stochastic, in mecanica fluidelor, in mecanica
relativista, suprafete singulare minimale etc.

Datorita aparitiei in multe aplicatii ale stiintei, foarte multe forme speciale
ale problemei (4.1.1) au fost intens studiate. Primul exemplu de problema similara lui

(4.1.1) a fost introdusa in 1869 de Homer Lane [93], el fiind interesat de calculul masei si
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densitatea de temperatura de pe suprafata Soarelui. Studiul respectiv a fost continuat
de Robert Emden [50, 52] si Ralph Howard Fowler [55, 56].
In fapt, problema de tip Lane-Emden-Fowler studiats in [50, 52, 55, 56, 93] este o

ecuatie diferentiala de forma

—(&%2/(€)) = &aP(€), peR.

Pentru o discutie mai detaliatd in aceastd directie facem trimitere la referintele [23,
62]. Pentru interesul acordat problemelor de acest tip vezi lectura Nobel a autorului
Subrahmanyan Chandrasekhar [24] unde este dezb#dtut un fenomen real prin ecuatii
similare lui (4.1.1).

Dupa 1980 astfel de probleme au fost intensiv studiate in contextul ecuatiilor cu
derivate partiale.

Rezultate de existentd a solutiei in RY pentru ¢ (z) = 0 si f(u) =u" cuvy € (0,1)
au fost stabilite de catre Kusano-Swanson [85] si Edelson [50]. Aceste rezultate au fost
generalizate pentru orice v > 0 prin metoda sub si super-solutiilor de Shaker [127] si
folosind alte argumente de citre Dalmasso [38]. Lair gi Shaker au continuat in [88]
studiul pentru ¢(x) =0 gi f(u) = w7 cuy > 0. Sub ipotezele enuntate mai sus autorii
au demonstrat existenta si unicitatea unei solutii u € 6’1203 (RN ). In plus, autorii au
demonstrat cd (A3) este necesara si suficientd in studiul solutiilor cu simetrie radials.
Cand Q C RY este un domeniu marginit si cu frontiera de clasd C?“ unde « € (0, 1),
Shi si Yao au demonstrat in [128] c& problema

{ —Ay =a(x)ly +y°] in Q,y>0inQ,

4.1.2
y = 0 pentru x € 0f) ( )

unde a € C%*(Q) este o functie strict pozitivd, admite o unica solutie pozitivd y €
C%%(Q) N C(Q) pentru orice 7,6 € (0,1).

Dupa aceste rezultate, autorii Sun Yijing si Li Shujie [135] au extins aceste rezultate
la cazul Q = RY,

Pentru o prezentare detaliata a rezultatelor anterioare si mai multe referinte, mentionam
lucrarile: Carstea i Radulescu [18], Ghergu si Radulescu [63], Goncalves si Santos
[68, 67], Lair si Shaker [88], Shi gi Yao [128], Yijing si Shujie [135], Xue si Zhang [137] si
Zhang [140].

Remarcam c& pentru functii neliniare f mai generale ca in [18, 88, 127, 128, 135]
problema (4.1.2) a fost considerats de autorii Goncalves si Santos [67]. In [29] autorul a

extins rezultatele din [67] la ecuatii ce invocd operatorul p-Laplacian.
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Zhiren Jin [78] studiaza direct problema de tip Klein-Gordon (4.1.1) in cazul ¢(x) > 0
si obtine rezultate de existenta a solutiilor similare problemei de tip Lane, Emden si
Fowler.

Motivati de tehnica demonstratiei elaborata in Capitolul 1, vom obtine, rezultate
similare de existenta a solutiei, dar printr-o metoda diferita, pentru existenta solutiilor
problemei (4.1.1). Féarad a restrange generalitatea rezultatelor vom presupune ca f este
o functie singulard in 0, in sensul c& limg o f(s) = oo.

Inainte de a trece la enuntarea si demonstrarea rezultatului principal al capitolului

vom introduce céteva rezultate preliminare.

4.2 Rezultate preliminare

In obtinerea rezultatelor vom aplica metoda sub si super-solutiilor in forma dats de
ShangBin Cui [37]. Este necesar si definim notiunea de sub si super-solutie in sensul
referintei [37].

Pentru f; : Q x R x RV — R, ShangBin Cui introduce urmétoarele definitii:

Definitia 4.2.1 Se numeste sub-solutie a problemei

—Au = fi(x,u, Vu) in Q, u >0 inQ,

(4.2.1)
u =0 pe 0N,

o functie u € C(Q) N C%*(Q) ce verific

—Au < fi(w,u,Vu) in Q, u>0inQ,
u = 0 pe 0.

Definitia 4.2.2 Se numeste super-solutie a problemei (4.2.1) o functie u € C(Q) N
C*(Q) ce verifica

—Au > fi(z,u,Vu) inQ, uw>0inQ
u = 0 pedfd.

Rezultatul principal preluat din [37] in forma folosita de noi este:

Lema 4.2.1 Presupunem ca §2 este un domeniu marginit in RN cu frontiera 092 de
clasa C* pentru v € (0,1) dar f1 : Q x (0,00) x RY — R este o functie cu urmatoarele
proprietati:
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(SC1)  fi(-,n,&) este local Hélder continud de exponent o in € x (0,00) x RY gi
continuu diferentiabila in raport cun i &;
(SC2) pentru orice 3 CC Q i orice a,b € (0,00) cu a < b existd o constanta

C > 0 ce depinde de §2y, a, b astfel incdt
|f1(z,m,6)| < C(1+ |€]*) pentru orice (z,1,€) € X [a,b] x RY. (4.2.2)

In aceste ipoteze dact problema (4.2.1) are o sub-solutie u si o super-solutie U astfel
tncat uw(xr) < u(x), Vo € Q atunci existd cel putin o functie u € C(Q) N C**(Q) cu

proprietatea u(z) < u(x) < u(x) oricare ar fi x € Q si satisfacand (4.2.1).

Urmatoarea lema are un rol important in demonstratia rezultatului principal.

Lema 4.2.2 Fie q € (0,2], Q C RY domeniu marginit cu frontiera 0Q de clasa C** cu
a € (0,1) sia,c € COQ), a(z) > 0,c(x) > 0 pentru orice = € Q. In aceste ipoteze,

pentru orice ¢ > 0 existd o unici functie u € C***(Q) astfel incat

{ —Au+ c(x)u+ a(z) [Vul" = in Q, (4.2.3)

Up = 0.

Demonstratie: Vom folosi Lema 3.2.5. Pentru aceasta, fie ¢; > 0 prima functie

proprie corespunzatoare primei valori proprii A; a problemei

—Au=Auin Q, u>01in €,
(4.2.4)
u(z) = 0 pentru x € OS.
Este cunoscut cd o, € C**(Q). Ardtdm ca functia u = o1¢,, unde
] < cl/a
0 < 01 < min { s e e W e L (429)
este o sub-solutie a problemei (4.2.3). Intr-adevir, din (4.2.5) avem
—Aoipy + c()orp; +a(z) Vo |
= 011+ c(@)] + a(z)o] [V, | (4.2.6)
< ormax ;[\ + maxc(x)] + maxa(z) - of max [V, |? < Sy
zeQ zeQ) zeQ zeQ 2 2

In ordine, pentru a gisi o super-solutie a problemei (4.2.3) observiim c& functia

u(r) = y(x) < pentru z € Q,
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unde y € C**(Q) este unica solutie a problemei

Ay=1in 0
{ vy (4.2.7)

Yo =0,

satisface

s+ c(x)u+ a(x) |Vul! = =AT + c(z)u + a(z) [Va|* > ¢ in Q.
Clar, u este o super-solutie a problemei (4.2.3). Acum, deoarece

—A (U —u) =—MNo1p; +5 > —o19[M +c(x)]+¢>01in Q,
—u=0 pe 09,

u—u

rezulta din principiul de maxim, Lema 3.2.4, ci u(z) < u(z) pentru orice = € €.
Am obtinut o sub-solutie

u € C2+a(§>

si o super-solutie

u € C*(Q)

pentru problema (4.2.3) astfel incat u < u pe 2 in sensul Lemei 3.2.5. Atunci, problema

(4.2.3) are cel putin o solutie u € C***(Q) in intervalul [u, 7], fapt ce inseamns
w(x) < u(z) < u(x) pentru orice x € €. (4.2.8)

Aceste inegalitati arata ca v > 0 in €.
Unicitatea. Presupunem ca u(z) si ug(z) sunt solutii arbitrare ale problemei (4.2.3).

Pentru a demonstra unicitatea, este suficient sa aratam ca
ur < ug in Q.
Folosim reducerea la absurd. Notam
Quy oy = {2 € Qwo(z) = uy(z) — uz(x) > 0},
si presupunem ca €, ,, # 9. In concluzie, putem presupune ca
sup wo(x) in Q este pozitiv.
Atunci in punctul z¢ € Q unde wy (z) isi atinge supremumul avem
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Folosind relatia (4.2.9) obtinem

0

v

Awg(.fo)
= —¢+ c(wo)[ur(zo) — uz(wo)] + alzo)[|Vur(wo)|” — [Vua ()| +¢
= c(wo)[u1(wo) — uz(w0)] > 0,

o contradictie. Deci

U1 <'Ll,2 in Q.

Absolut analog (considerand functia wg = us — u1) avem
Uy < Uy in Q

sideciug =ug in Q. m
Urmatorul rezultat poate fi regasit in [36], [63] intr-o forma particulara si mai general

in [137]. Va fi folosit aici in forma:

Lema 4.2.3 Presupunem ca sunt satisfacute ipotezele Lemei 4.2.2. Daca in plus f
satisface (F1) gi existd ¢ > 0 astfel incat u— f(u)/ (u+ ¢€) este strict descrescatoare pe
(0,00) atunci existd o unicd functie u € C(Q) N C?+(Q) astfel incat u (z) > 0 pentru
orice x € §) gi u verifica

{ ;izg + (@) = al@)[f(u) + [Vul], pz:@%) (42.10)

pentru orice s € (0,1).
Demonstratie: Fie ¢, € C(Q) N C***(Q) functia proprie corespunzitoare primei

valori proprii A; a problemei (4.2.4). Observam ci functia u = £;¢, este o sub-solutie
a problemei (4.2.10), probat pentru £; > 0 suficient de mic (vezi demonstratia Lemei
4.2.2). Pentru a stabili constructia unei super-solutii a lui (4.2.10) fie h : [0,] — [0, 00)

solutia problemei
—n(t) = L) g << <1,
h(0) =
h(t) >

care exista din rezultatele lui [2]. Folosind rezultatele din [137] putem observa ca exista

0, (4.2.11)
0, 0<t<n<l,

constantele pozitive M, ¢y > 0 astfel incat functia @ = Mh(cop,) € C*(Q) N C(Q) este o
super-solutie a lui (4.2.10). Vom arata cd
w <7 in Q. (4.2.12)
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Presupunem contrariul, c& inegalitatea u(x) < u(z) nu are loc pentru orice x € § si fie
€ _
alr) = =———— — 1 pentru = € Q.
£

Clar o = 0 pe 99 si deci « isi atinge maximul intr-un punct zo € Q. In acest punct, o,
avem

Va(zg) =0 gi Aa(zg) <0

Aceasta implica

(—@}%@Au+ﬁy+@Ajﬂ%)zo

sau echivalent

<f(u) f(ﬂ)) (20) + <|Vg|5 - IVﬂF) (20) > 0. (4.2.13)

ute uU+e ute uUte
Acum, deoarece t — % este descrescitoare pe (0,00) si u(zg) > w(zo), obtinem din
(4.2.13) cx
\Vul* — [Val?
— — > 0. 4.2.14
<Q+€ ite) @ (4.2.14)

Pe de alta parte, Va(zg) = 0 implica

(U(zo) + &) Vu(zo) = (u(zo) + ) Vu (xp) .
Mai mult, avem relatia (4.2.14) din care rezultd

(u(wo) + )" = (u(wo) + )" >0,
fapt ce intra in contradictie cu 0 < s < 1. Deci
u<uin Q.
Atunci, din metoda sub si super-solutiei, Lema 4.2.1, gasim cel putin o solutie
u € C(Q)NC* Q)

a problemei (4.1.1) astfel incat

w(x) < u(z) < u(x) pentru orice = € Q.

Cu un argument analog demonstratiei lui (4.2.12) obtinem unicitatea solutiei. m

Problema studiatd in urméatoarea leméa este similara lui (4.1.1).
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Lema 4.2.4 Daca condititle din Lema 4.2.3 sunt indeplinite, atunci exista o unica
functie w € C(Q) N C**(Q) astfel incit u(x) > 0 pentru orice v € Q, u = 0 pe
o) i

— Au+ c(z)u = a(z)[f(u) — |Vul?] in Q, (4.2.15)

pentru orice q € [1,2].
Demonstratie: Fie ¢, € C(2) N C?*%(Q) functia proprie valorii proprii A\; pentru

problema (4.2.4). Deoarece lim,,\ o f(m) = 400, obtinem pentru min, g a(z) si ¢ ca in
Lema 4.2.2, c& existd § > 0 astfel incat ¢(min,qa(x))™! < f(m),¥m € (0,0).

Acum, fie u = o9, unde

: 0
0 < o2 < mln{m701},

si 01 este aceeagi constanta pozitiva din demonstratia Lemei 4.2.2. Un argument similar

lui (4.2.6) implica

—Aut+e(@)uta(@) |Vl’ < ¢ < fw)mina(@) < alz)f(w),

dar aceasta aratd cd u = oy, este o sub-solutie a problemei (4.2.15). Pentru a construi

o super-solutie, observam ca orice solutie a problemei

—Au+c(z)u = a(x)[f(u) + |[Vu|] in Q,
u > 01in 0, (4.2.16)
u = 0 pe 09,

este o super-solutie a problemei (4.2.15). Dar din Lema 4.2.3, problema (4.2.16) are
cel putin o solutie in spatiul C(Q) N C?+*(Q). Notim u solutia astfel obtinuti. Ca in

demonstratia lui (4.2.12) obtinem
u <7 in Q.

Atunci, din metoda sub si super-solutiei, Lema /.2.1, gasim cel putin o solutie u €
C(Q) N C?**(Q) a problemei (4.2.15). Un argument analog demonstratiei lui (4.2.12)

implica unicitatea solutiei. m

Remarca 4.2.1 Rezultatele de existenta din Lemele 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 ramdn valabile
gi in cazul c(z) > 0 pentru orice v € RN, t — f(t) /t strict descrescatoare, s € (0,1),
q € (0,2].
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Remarca de mai sus se poate deduce usor utilizdnd argumente ale principiului de
maxim (vezi [137]). Cazurile particulare au fost considerate pentru a avea unicitatea
solutiei in domenii marginite ale lui RY fapt ce va fi folosit in stabilirea rezultatelor
principale.

Urmatoarea lema a fost folosita in forma data pentru prima data de autorii referintei

3.

Lema 4.2.5 Presupunem ca (A3) este indeplinit. Atunci

r 13
wir) =K — /O N /0 N (o) dorde, (1.2.17)

- / N / 0N (o) dode,

este unica solutie cu simetrie radiala, pozitiva gt marginita a problemei
—Aw = o x]) inRY,
w > 0inRY,
w(x) — 0 cind |z| — oo.

In urmitoarea lem# este prezentatd existenta unei super-solutii a problemei (4.1.1),

ce tinde la zero.

Lema 4.2.6 (vezi [29, 67]) Fie ¢ > 0. Presupunem ca functia a satisface ipotezele
(AC1), (AC2), (A3) si ca f are aceleasi proprietati din Lema 4.2.4. Ca o aplicatie
a teoremei functiei implicite, exista
v (r) == T (Cw(r)), r:= |z
o functie cu simetrie radiala indeplinind
—Av® > a(z)f(v°) in RY,
v* > 0inRY,

v® — 0 cand |z| — oo,

:/7‘73 s, f(s —32//—dt

iar I =% reprezintd inversa functiei I' pe [0,00), C' este o constanta pozitiva astfel incdt

KC <T(C / ds
f(s

Incheiem aici rezultatele auxiliare. Rezultatul prmmpal al capitolului este acceptat

in [32].

unde

57



Contributii in studiul problemelor la limita semiliniare gi cvasiliniare

4.3 Rezultatul principal

Teorema 4.3.1 (vezi [32]) In ipotezele (AC1), (AC2), (A3) si (F1) problema (4.1.1)

are cel putin o solutie u € C&?(RN ).

Demonstratie: Fie k = 1,2,3,... 5i By, := {z € R" ||z| < k} bila deschisd de centru
0 si de raza k.

Consideram urmatoarea problema

—Au+c(z)u = a(z)f(u) in By,
u > 0in By, (4.3.1)
u = 0 pe 0By,

si demonstram ci ea are cel putin o solutie in spatiul C'(B;) N C?T(By).

Pentru aceasta notam
Le(u(z)) == a(@)[(u(z) + ) f_(u(z)) — [Vu(@)["] — c(z)u(z), = € By

unde L este functia corespunzatoare lui p = 2 din Lema 2.2.3. Observam ca orice solutie

a problemei

—Au = L.(u) in By,
u > 0in By,

u = 0 pe OBy,

care exista din Lema 4.2.4, este o sub-solutie a problemei (4.3.1).

Fie 73 functia corespunzatoare lui p = 2 in Lema 2.2.2. Notam

;5) + | Vu(2)|’] = c(z)u(z), = € By,

L*(u(x)) = a(x)[(u(z) +)(f (ul)) + w(@) +

Observam din Lema 4.2.3, ca urmatoarea problema

—Au = Lf(u) in By,
u > 01in By,

u = 0 pe 0By,

are o unica solutie i aceasta este o super-solutie a problemei (4.3.1).
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Notdm wu. (resp. uf) sub-solutia (resp. super-solutia) problemei (4.3.1). Clar, din

demonstratia lui (4.3.3) de mai jos, avem si

u: < Ut in By.

Atunci din metoda sub si super-solutiei, Lema 4.2.1, determinam cel putin o solutie
up € C(By) N C*(By),
pentru problema (4.3.1), cu proprietatea
u: < uy < uf in By (4.3.2)

In afara bilei B, punem u; = 0. Acum observam ca Lema 4.2.6 implica existenta unei

functii suficient de netedd v. € C*(RY) ce satisface

—Av(r) + c(z)v.(r) > a(x)(ve(r) +¢) (76(1)5(7")) + e
ve(r) : =wv(|z]) = ve(z) cu 2z e RY,

0 < v(r)<C;,
cu C; > 0 constanta determinata si v.(r) — 0 cdnd |z| — oo.
Vom demonstra ca

u () <. (z), v €RY, k=1,2,3, ... (4.3.3)

ori, echivalent
In(ug(x) +¢) <In(v. (z) +¢), r € R, k=1,2,3, ...
Presupunem, prin contradictie, ca
Quywe = {7 € RY |wy(7) := In(ug(z) + ) — In(vo(z) +¢) > 0} # @.
Atunci putem sa observam ca

sup wy ()
RN

este pozitiv. In acest caz supremumul este atins in RY deoarece avem

lim [In (ug(z) +¢) — In (ve(x) +¢)] = 0.

|z|—00
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Un rezultat mai general in aceasta directie, privind punctele de extrem, poate fi consultat

in cartea lui Dinc# [42]. Atunci in punctul 7o € RY unde supremumul este atins avem
Vin(ug(zo) + €) — In(v.(zo) + €)] = 0,

sau, echivalent
1 1

wlmyre ) = e Vo) 434

Pe de alta parte observam ca
t .
t — —— pentru orice t > 0,
t+e¢

este o functie crescatoare.

Un rezumat al celor de mai sus conclude

Aug(zo) Vg, ()] ~ Ave(o) N |V ()]
up(wo) +&  [un(wo) +e>  ve(wo) +&  [ve(0) +]?
Aug(zo)  Av(xo)
up(zo) +e ve(wo) + ¢

c(zo)u (o) — a(xo) f(ux(z0))

0 Z Awl(fbo):

—e 1 c(xo)ve(z0)
= ur(zo) + € + alo) (f (ve(0)) + ve(zo) + 6)  v(w)
o wG) w0 (e !
= ol [t e e ) [y ot~ (T )
fug(xo))
> —G(ZE()) [m — f (Uk(xo)):| —f-a(l’o)m > 0,

si deci o contradictie.

Am obtinut faptul ca Q,, ,. = @. Ca o concluzie, (4.3.3) are loc.

In pasul urmator vom proceda ca in Teorema 3.3.1.

Pentru orice domeniu marginit ' C RY cu frontiera sa de clasd C*® cu «a € (0, 1),
alegem () si €y cu frontiera 0§ respectiv 98, de clasi C*® si K intreg strict pozitiv,
astfel incat

Q' ccO ccQCcC By k> K.

Notam ca

ug(x) > u. >0, Vo € Bg,, (4.3.5)

unde By, este substituentul pentru By in (4.3.1).
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Rezultd din (AC1)-(AC2), (4.3.3) si (4.3.5) c& {h);}%, este uniform marginitd pe Qs si
deci

hi € LP(Qs) pentru orice p > 1.

Deoarece

— Aug(z) = hi(x) pentru x € By, , (4.3.6)

are loc, observam ca Lema 3.2.3 ne furnizeaza cel putin o constanta pozitiva C; inde-

pendenta de k astfel incat

||Uk||w2-,p(91) < Cl(Hhk(I)HLp(m) + ||uk||Lp(92))=Vk > K,

ceea ce inseamna ca {||uk||y2q,)}%, este uniform marginit.

Acum alegem p astfel incat
p>N§z'p>N(1—a)_1.

Atunci, din teorema de scufundare a lui Sobolev, Lema 3.2.1, deducem ca

{HukHCLQ(ﬁl) |k > K1}

este uniform marginit de o constanta independenta de k, fapt ce implica

{Hthca(ﬁl)}?{ol

este uniform marginit. Atunci, ca o aplicatie a Lemei 3.2.2, avem ca exista o constanta

C5 > 0 independenta de k astfel incat

ikl casaery < Co (Inllony + luell oy ) ¥ = K.

fapt ce atrage ca

(Il gneery I = K } (43.7)

este uniform marginit. Deoarece sirul {u;} este mérginit in norma lui C** <§/> deducem
din teoremele lui Ascoli-Arzela existenta unui subsir {u;} a Iui {u;} si a unei functii
u e C? (ﬁl) astfel incat

[

uniform pentru j — co. Mai mult, din (4.3.1) rezultd ci u satisface ecuatia

— Au=a(z)f(u) — c(z)u in Q. (4.3.8)
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Din (4.3.5), obtinem c&

u > 0 pentru orice v € Q.

Aplicand rezultatele de estimare in interior ale lui Schauder in (4.3.8) vedem ca
ue C**(0).
Deoarece €)' este ales arbitrar, obtinem ca

ug, — u (punctual) in CEY(RN)

u >0 in RY.
Cum (4.3.3) are loc obtinem ca
|l‘im u(z) = 0.

Aceste relatii incheie demonstratia Teoremei 4.3.1. &

Remarca 4.3.1 Teorema 4.3.1 acopera clasele de functii
fu) =u™" +u’(cosu+1)/2, cu 7,6 € (0,1)

$t respectiv

flu) =w"In(u+ 1)) +sintp(u) +2 unde — 1<y <0 iar ¢ € C*(R

Incheiem capitolul cu un ultim rezultat:

).

Remarca 4.3.2 Fies € (0,1), ¢ € (0,2]. Dacda ipotezele Teoremei 4.3.1 sunt indeplinite

atunct problema de tip Lane, Emden gi Fowler cu termenul gradient mixt
—Au+tc(x)u = a@)[f(u)—|Vul|? + |Vul] in RY,
uw > 0inRY,

w(z) — 0 cand |z| — oo,

are cel putin o solutie u € C’fo’g(RN ).

Demonstratie: Consideram urmatoarea problema

—Au+c(z)u = a(z)[f(u) — [Vu|!+ |Vu|’] in By,
u > 0in By,
u = 0 pe 0By.
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Vom folosi din nou metoda sub si super-solutiei datorata lui ShangBin Cui, Lema 4.2.1,

pentru a obtine existenta solutiei lui (4.3.10). Pentru aceasta, fie
Uu. € C(By) N C*t(By)
respectiv
uE € C(By) N C*T(By,)

aceleagi functii construite in Teorema 4.3.1.

Observam ca u. satisface

—Aue +e(w)u. < a(@)[f(u) = |Vue|" + [Vue|'] in By,
u. > 0 in By,

%‘8Bk =0

adicd, u. este o sub-solutie a problemei (4.3.10).

Pe de alta parte functia uf verifica
AT +o@)F > a@)[f(@ ) = [ViE [+ |[ViE ] in By,
ué > 01in By,
wpp, = 0

adicdl, u® este o super-solutie a problemei (4.3.10).

Clar, argumentele din demonstratia Teoremei 4.3.1 confirma
u: < uf in By.
Aplicand metoda sub si super-solutiei gasim cel putin o solutie
up € C(By) N C*(By),
a problemei (4.3.10) astfel incat

u. (z) < ug(z) < (z) pentru orice x € By,

Concluzia finala poate fi obtinuta urméand pasii din Teorema 4.3.1 si Teorema 3.3.2. =
Mentionam aici cd probleme similare lui (4.3.10) au fost propuse de autorii Kusano,
Swanson si Usami in [85] respectiv de autorii Noussair si Swanson in [114] intr-o forma

particulara.
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4.4 Comentarii

Demonstratiile de mai sus pot fi adaptate si cazului cdnd f nu este neaparat o
functie singulars in 0. In referinta [6] autorul caracterizeazs procese de reactie difuzie
prin ecuatii dezbatute in aceasta sectiune. Necunoscuta u > 0 este vazuta ca fiind
densitatea unui reactant. In referinta [94] autorii aratd ci aceste tipuri de probleme
apar in teoria controlului stochastic. Varietatea aplicatiilor practice in care aceste tipuri
de probleme apar impune studiul lor permanent. Astfel, existd un interes continuu in

stabilirea existentei solutiilor problemelor dezbatute.
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Capitolul 5

Rezultate de existenta si unicitate a
solutiei pentru o problema
semiliniara de tip Lane, Emden si
Fowler cu functia neliniara
depinzind de termenul gradient

5.1 Introducere

Scopul acestui capitol este de a obtine rezultate de existenta si unicitate a solutiilor

pentru problema (P—) din urmatoarea clasa de probleme:

u>01inQ, (5.1.1)

—Au = Xa(z) (g(u) £ |[Vul?) in QC RY,
u(z) =0 cind © — 052,

unde N > 2,0 < ¢ < 2, A > 0 este un parametru si Q@ C R" este un domeniu marginit
cu frontiera 92 de clasd C?%, «a € (0,1) sau = RY. Pentru Q = R conditia u(z) = 0
cand x — O0f) inseamna limg| 0 v (z) = 0.

Vom presupune, in plus, ci a : RY — R satisface urméitoarele proprietiti:

(A1) a € CY¥RYN) pentru a € (0,1);

loc

(A2) a(z) > 0 oricare ar fi z € RY;

(A3) pentru (r) = max)y—, a(r) avem

ro(r)dr < oo,
0
si cd functia neliniard g € C*((0, 00), (0, 00)) satisface:
(g1> 11\1% t 9o 003
s 9
(62) Jim ™ = g € 0,00].
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In fizicd problema de tip Lane, Emden si Fowler (5.1.1) apare in teoria campurilor
neliniare. Deoarece, ecuatiile de tip Lane-Emden-Fowler au aplicatii semnificative in
multe domenii ale stiintei, o varietate de forme ale problemelor (5.1.1) au fost intensiv

studiate de mai multi cercetdtori (vezi spre exemplu [22, 32, 57, 63, 119, 120]).

Studiul nostru este motivat de recentele lucrari ale autorilor Chai, Niu si Zhao [22],
Goncalves si Silva [70] si autorului [32] unde existenta solutiei pentru probleme ca (4.1.1)

este determinata.

Vom mentiona cateva din rezultatele obtinute in lucrarea [70] ce contine unul din cele
mai importante rezultate de existenta a solutiilor pentru problemele de tip Lane, Emden
si Fowler. Goncalves gi Silva au investigat existenta a cel putin unei solutii pozitive
pentru ecuatia (P+) in cazul N > 3, 0 < ¢ < 1 si A parametru strict pozitiv, functia a
satisface (A1)-(A3) iar ¢ : (0,00) — (0, 00) este de clasd C' si indeplineste (g1)-(g2).

Notdm, mai mult, cd pentru cazul Q # RY problema (P+) nu este studiatd in
prezenta conditiilor Dirichlet omogene. Cu alte cuvinte, ecuatia (P+) este studiatd de

autorii referintei [70] doar in cazul Q = R,

Sub conditia suplimentard s — ¢(s)/s este strict descrescidtoare in (0, 00) rezultate
similare au fost obtinute in lucrarea [22] cand A este inlocuit de operatorul A, si cand

termenul gradient lipseste.

Acum, reamintim rezultate recente strict legate de interesul prezentului capitol. A
fost demonstrat in [46] cd daca (A1)-(A3) au loc atunci problema (P—) admite o unica
solutie in ipoteza ca g(s) := s~ 7, 7 > 0. Mai recent a fost aritat in [32], cd daca
(A1)-(A3) au loc atunci (P—) admite cel putin o solutie sub conditiile A = 1, gy = oo
$1 goo = 0. Aceste ultime conditii apar in cartea lui Littlewood [91] unde el propune

studiul marginirii tuturor solutiilor unei probleme similare lui (5.1.1).

Motivati de recentele rezultate din [22] sau [70] in cazul problemei (P+) sau de tip
(P+) in care s-a stabilit existenta a cel putin unei solutii sub ipoteza ci a este pozitiva
si local Holder continud iar g este de clasd C* satisfacand (g1)-(g2) vom obtine in acest
capitol rezultate de existentd a solutiei pentru problema (P—) similare celor obtinute
in [70]. Mai mult, scopul nostru este si consideram ecuatia (P—) in fiecare multime
Q2 anuntatd. Deci, rezultatele noastre extind principalele rezultate din [46] si unul din
rezultatele din [32]. Mai mult noi directii vor fi descoperite in cazul ambelor probleme
(P+4).

Rezultatul de existentd obtinut pentru problema (5.1.1) se bazeaza pe principiul
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comparatiei, metoda sub si super-solutiilor precum gi pe cateva idei din [22, 32, 70].
Structura acestui capitol este dupa cum urmeaza: In Sectiunea 5.2 vom da cateva

leme suplimentare. Rezervam Sectiunea 5.3 rezultatelor principale.

5.2 Rezultate preliminare

Pentru inceput vom prezenta cateva definitii ce pot fi consultate in lucrarea lui
ShangBin Cui (vezi [37]).

Fie Q C RY un domeniu marginit cu frontiera 99 de clasda C**, a € (0,1).
Definitia 5.2.1 O functiew € C (ﬁ) NC?(Q) se numeste super-solutie pentru problema

— Au = Xa(z) (g (u) —|Vul?) in Q,
u > 01in§, (5.2.1)
u = 0 pe 01,

daca

—Au > Xa(z) (g (@) — |Val’) in Q,

£
\Y

0 in €,
0 pe 0N).

S
I

Definitia 5.2.2 O functie u € C (ﬁ) N C? () se numeste sub-solutie pentru problema
(5.2.1) daca

—Au < Aa(w) (g () - [Val?) in Q.

1S
Vv

0 in Q,
u = 0 pe .

Urmaéatoarea lemé& ne este folositoare.

Lema 5.2.1 (vezi [37]) Fie Q C RY un domeniu marginit cu frontiera 0 de clasa C*?,
a € (0,1). Presupunem cd problema (5.2.1) are o super-solutie U gi o sub-solutie u astfel
tncat u(z) < u(z) pentru orice x € 2, atunci problema (5.2.1) are cel putin o solutie

ueC(Q)NC*(Q) (e (0,1)) astfel incat u < u < in Q.

Urmitorul rezultat poate fi regasit in [64] intr-o form& mai generala.
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Lema 5.2.2 Daci a satisface (A1), (A2) iar Q@ C RY este un domeniu marginit cu

frontiera 0 de clasa C**, o € (0,1) atunci

—Aw; = a(x) in Q,
wy > 01inQ, (5.2.2)
w; = 0 pe 09,

are o unica solutie wy, € 02"”(5). Mai mult, exista constantele l; > ki > 0, astfel incat
kid(z) < wy (z) < Lid(x) pentru orice x € Q, unde d(x) denotd distanta de la x € Q la
frontiera 0f).

Un instrument indispensabil in demonstratiile noastre este urmatorul rezultat:

Lema 5.2.3 (vezi [70]) Daca g € C'((0,00),(0,00)) este o functie de clasa C' ce

satisface (g1)-(g2) cu go = 0o §i 0 < goo < 00 atunci existd functiile de clasa C* notate
99,94+ (0,00) — (0,00) astfel incdt:

i) gg(s) < 9 < i (s) oricare ar fi s > 0;

i) 9y g9 sunt functii descrescatoare;

iii)  g9(S) — goo cdnd s — 00;

i) gy(s) — go cdnd s — oo.
In urmitoarea lemsi va fi probatd existenta unei super-solutii pentru problema (P—).

Lema 5.2.4 Fie Q) C RY un domeniu marginit cu frontiera 992 de clasa C**, o € (0, 1),
0<q<2s\A>0. Presupunem ci (A1)-(A2) si (g91)-(g92) au loc. In aceste ipoteze

exista constantele A}

oz €(0,00) astfel incat daca una din urmatoarele conditii

i) go=00,0< goo < 00,0 <\ < A;
i) go = goo = 00,0 < A < A7,

are loc, atunci existi constanta strict pozitiva p* := p* (N) §i functia v* = v} € C (ﬁ) N

C%(Q) cu |vi|,, = p* satisfaciand

At > dalx) (g(e*) — [Vl 0 9,
v* >0 in Q, (5.2.3)
v*(xz) =0 cind x € 0.
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Demonstratie: Verificarea afirmatiei i). Fie w; € C* (ﬁ) unica solutie pentru

problema (5.2.2) si w* functia definita prin

w*(x) := Awi(z) pentru orice x € Q. (5.2.4)
Notam
. 11
ap :=maxwi (x) gi Ay = ——. (5.2.5)
z€Q o oo

Alegem A € (0, A§] si considerdm pentru inceput functia

1 L
H: (y) = — | ———dz, y >0
gg (y) a[)y 0 hgT(Z) y

unde hgg(2) := 2z (¢9(2) + 1) , 2 > 0 iar g7 este aceeasi functie din Lema 5.2.3. Observim

9

Ca
f[)y h: z dz 1 1
lim HZ (y) = lim ——2 oy =Y — AL (5.2.6)
y—oo 9 y— gy y—o0 ag hgg(y)  aogeo
si
1 )
— S —} (5.2.7)

im
y=0 apy Jo fge(2)
Din relatiile (5.2.6) si (5.2.7) deducem ca, pentru orice A € (0,Af] existd p* € (0,00)

astfel incat

Ha (1) = A, (5.2.8)
sau, echivalent .
L /# Lt = Aap. (5.2.9)
p*Joo hga(t)
Definim I* : Q x [0, u*] — R, prin
(2, 5) = w(z) — — / R (5.2.10)
1* Jo hga(2)

si observam ca
ol*(z,s) 1 s
ds  p* hgg(s)

Aceasta imediat implica ca I* este functie bijectiva in raport cu s si deci, conform [19, 106]

<0, s>0, €.

obtinem c& exist& o unica functie v* : Q — [0, u*] ce apartine spatiului C (ﬁ) NC?(Q)

astfel incat

I'(z,v*(x)) =0, z € Q,

sau echivalent

W=t [ (5:2.11)
w'(r) = — ——dz, 5.2.11
K* Jo hg(2)
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este bine definitd. Acum deoarece w* (z) = 0 cind x — 09 rezultd din (5.2.11) ci

v* () =0 cand x — ). Desigur, raméne s probam ca

maxv* (z) = pu* Vo € Q. (5.2.12)
e
Din (5.2.4) i (5.2.5) gasim in punctul zp, unde maximumul este atins cad w* (xy) =

max,.q w* () = g iar din (5.2.9) - (5.2.11) avem

1 [z R
w* (x :/\a:—/ dz > w*x:—/ dz,
T A E T =

si

I*(0, 1) = w* (o) 1/“  dz=0
To, 1) = w*(xg) — — ——dz =
0 0 W Jo o hga(2)

deci (5.2.12) pentru u* = v* (zg). Ardtdm ca v* construita in (5.2.11) este o super-solutie

pentru problema (P—).

Derivind in (5.2.11) in raport cu x avem
—Av* > Aa (z)v* (hgg (v*) + —) in Q.

Combinand cele obtinute avem urmatoarele
—Av* > da(z) (g (v*) — |Vo*|?) in Q,

v* > 01inQ,

v(z) — 0 cind x — 09,

fapt ce a probat (i).
Verificarea afirmatiei ii). Observam ca exista m > 0 astfel incat

o(s) = { g(s) daca 0 < s <m

I,,s daca s > m,

este o functie de clasd C' ((0,0), (0, 0)), ¢(Ss) — 00 cind s — 0 i ¢is) — I, cand
s — oo demonstrat pentru [, := infs-¢ @ = % (vezi de exemplu [70]).
Consideram

HE (y) = — / "E g ys0
X (y)i=— | ———dz,
g\ a0y Jo hgTs(z) ’

unde hg?(Z) =z (g_¢(z) - Z) si g% este functia analoagd din Lema 5.2.3 ce corespunde
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Fie
A} :=min {a_OE’Hg"’(m)} .
Ca in verificarea afirmatiei i) rezultd ca, alegind un numar A € (0,A]] putem gasi

p = p*(X) € (0,m] si o functie v* : Q — [0, u*] astfel incat

—Av" > Aa(x) hg(v*) = Aa(z) (g (v7) — [Vo'[T) in Q,
v > 0in €,

v (x) = 0 cand x — OS.

Aceasta incheie demonstratia lemei. =

Urmatorul obiectiv al sectiunii este de a demonstra existenta unei super-solutii pentru

problema (P—) in RY.

Lema 5.2.5 Fie 0 < ¢ <2 i A > 0. Presupunem ca (A1)-(A3) si (g1)-(92) au loc. In

aceste ipoteze exista constantele strict pozitive A;.

o1 € (0,00) astfel incat dacd una din

urmatoarele conditii

i) go=00,0 < goo < 00,0 <A< Ag;
i) o= goo = 00,0 < A < Ay,
are loc, atunci exista constanta strict pozitiva p:= p () §i o functie cu simetrie radiala

vi=wvy € C*(RY) cu |vy| = p satisfacind

—Av > da(z) (g(v) — |Vv|?) in RY,
v>0mRY, (5.2.13)

v(z) — 0 cdnd |x| — oo.

Demonstratie: Verificarea afirmatiei i). Consideram

o [ N
V() :=¢ / o p(o)do, € > 0.

0
Un calcul simplu arata ca

lim ¥(¢) = lim ¥(£) = 0.

§—0 §—o0
Relatia de mai sus aratd cd U este marginitd pe (0,00) si cd ea poate fi extinsd prin
continuitate in origine alegand ¥(0) = 0. Integrand (&) de la 0 la oo si folosind regula

lui L’Hospital ca in [88] avem

/OOO P(E)dE = — /OOO ro(r)dr = K.

N -2
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Fie Ag = 1/Kgo si X € (0, Ag]. Definim w (|z|) := wy (Jx]) pentru orice z € RY prin

= A OO\IJ d¢ — T\I/ ) =\ OO\I/ dg, r .= 0. 5.2.14
wtr) =2 ([T v = [Cwea) =x [T wode rimjal =0 21
Deoarece functia w (r) este definita prin (5.2.14) rezultd ca

w(0) = AK (5.2.15)

si ca w satisface
—Aw = g (|z]) in RY,
w >0 in RY, (5.2.16)
w(|z]) — 0 cdnd |z| — oo.

Consideram functia continua

1 "ot
ng(r) —E/O mdt, r>0

g
unde hgg(t) :=t (¢9(t) + 1), ¢t > 0. Din argumente similare demonstratiei Lemei 5.2.4

vedem c&

1
lim ng (7") = = = Ao, (5217)

r—00 Kgoo

lim Ho7 (r) = 0. (5.2.18)

r—0

Folosind (5.2.17) si (5.2.18) rezultd c& pentru orice A € (0, Ag] exista p € (0,00) astfel

incat
ng (M) = )‘7
sau, echivalent
1 [* t
- dt = \K. (5.2.19)
mJo hga(t)

I@ﬁzw@—%A:Jwﬁ

Rezulta ca

I(t,0) = w(t) > 0 pentru t > 0,

si din (5.2.19) si (5.2.14) ca

f@m:w@—%42£@m<o

g

Pe de alta parte

M:—l i <0, s>0.
Os 1 higa(s)
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Atunci exista functia v : [0, 00) — [0, p] astfel incat
I(r,v(r)) =0, r>0,

sau, echivalent

v(r)
w(r) = & /0 h;(t)dt. (5.2.20)

Poate fi ardtat acum, ca in demonstratia Lemei 5.2.4 ca
v < U
Pe de alta parte, derivind relatia (5.2.20) in raport cu r gasim

hgz(v)

Vv = e (r) Vuw (5.2.21)

si, mai mult, derivind in (5.2.21) obtinem, folosind i proprietatea
s+ hgg(s)/s

este descrescatoare, ca

hgz
—Av > —MMAM. (5.2.22)

v
Folosind (5.2.16) si (5.2.22) avem

hgz
—Av > )\,ugT(U)go (1) = Ahgg(v) e (1) .
Aceasta inegalitate a demonstrat ca

—Av > Xa(z) (g (v) — [Vol!),

relatie ce are loc in RY. Acum, deoarece w(r) — 0 cdnd r — oo rezultd din (5.2.20)

cd v(r) — 0 cand r — oo. Pe de altd parte w(0) = AK, si deci din (5.2.20), (5.2.14) si

(5.2.19) avem
(0) = X /“ L
w(0)=— [ ——=
HJo hgT(t)

w(0) = — —dt.
©) ;z/o -

Deoarece v (0) = p si v este cu simetrie radiald avem ca |vy|,, = p. Aceasta incheie

respectiv

demonstratia lui (i).
Verificarea afirmatiei ii). Observam ca existd m > 0 astfel incat
g(s) daca 0 < s <m
¢(s) == )
I,s daca s > m,
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este o functie de clasd C' ((0,0), (0, 0)), 28, 50 cind s — 0si 22 — I, cind

S S

s — oo demonstrat pentru I, := inf,.o 2 @ (vezi de exemplu [70]).

s =

Punem

1 "ot
Hs = — —dt, >0
9° Kr /0 hgj(t) 7

pentru hgj(t) =t (g_¢(t) + %) si ¢ functia analoagd din Lema 5.2.3.
Fie
A1 := min {L, H¢(m)}
KI, 9
si alegem A € (0, A1]. Un argument similar demonstratiei afirmatiei i) conclude ca exista

p= () € (0,m] si o functie v : [0,00) — [0, u] astfel incat

—Av > AMig(v)e (r) = Aa(z) (g (v) — [Vul’) n RY,

v > 0inRY,
v(r) — 0 cdnd r — oo,
si demonstratia este completa. m

In cele ce urmeaza vor fi folosite: Notdm prin £, (a, 2) valoarea proprie corespunza-

toare functiei proprii strict pozitive w; (a,{2) a problemei
—Aw = &a(x)w in Q, w =0 pe 0.

Mai mult, se stie ca

Jo IVl dz
Jo a(x) \w\2 dz

Combinand rezultatele acestei sectiuni vom demonstra acum rezultatele principale. Ele

£,(a,Q) := inf { lweWs?(Q), w# 0} : (5.2.23)

se afla sub recenzie in [34].

5.3 Rezultate principale

Primul rezultat al acestui capitol, este:

Teorema 5.3.1 Fie A >0, 0 < ¢ < 2 s Q un domeniu marginit al lui RN cu frontiera
99Q de clasa C** a € (0,1). Presupunem ci g : (0,00) — (0,00) este functie de clasa C*
ce satisface (g1)-(g2) iar a : RN — R indeplineste (A1)-(A2). In aceste ipoteze existi
constantele strict pozitive A§, A} astfel incdt daca una din urmatoarele conditi
i) go =00, 0 < go < 00,0 <A< AY;
1) go = goo = 00,0 < X\ < AJ,
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are loc, atunci exista functia u := uy € C*>*(Q)NC (ﬁ) unde o € (0,1), satisfacind

(P—) si constanta strict pozitiva p* := p (X) astfel incat u < p*.

Demonstratie: Verificarea afirmatiei i). Vom incepe prin a construi o sub-solutie

pentru ecuatia (P—). Fie A € (0, A}]. Pentru a simplifica notatia in (5.2.23), punem
§1(Aa) == & (A, ),
si
wip =wi (Aa,Q) € C** (Q), a € (0,1).
Sub aceste notatii avem
—Awiy = & (Aa)da(x)wyy in Q,

win > 01n

wiy = 0 pe o
Construim sub-solutia necesara. Folosim cateva idei din Lema 4.2.4. Observam ca

ipotezele lui g, garanteaza existenta unei constante strict pozitive ¢ := §(A) > 0 astfel

incat

gg (8) > & (Na)e + max {e?|Vwi A"}, s€(0,0) cue:=q/(¢g—1). (5.3.1)

Vom aridta cd u = ¢ (wy,))° unde ¢ este o constantd strict pozitivd cu proprietatea

0<c<min{1,%}, (5.3.2)

[max, g w1,

este o sub-solutie pentru (P—). Intr-adevir, aceastd discutie generald implici

—Au + a(z) |[Vul?

ce (win) Y (Ma)da(z Jwiy —ce(e—1) (wl,,\)e_2 ’VML,\‘Q + a(x) (cg)? (w12)" [Vwia|?

< s (win)T e a)ha(z)wia + a(@)e - e (W) [Vwyal®
< M) a () {00z + max(er [V
< M) efeona)’ g o)) = Na () gy (0) < Mo o) g () 9,

demonstrand ce ne-am propus.
Fie @ := v, functia din Lema 5.2.4 i). Atunci
—Au > Xa(x)hg(T) > Aa(z)g(a) in Q,
u > 0in$,
u = 0 pe 09,
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adicd u este o super-solutie pentru problema (P—).

Vom demonstra ca

u(z) <u(x) in Q. (5.3.3)
Rationam prin reducere la absurd. Presupunem contrariul: exista zy € 2 astfel incat

u (o) > u(xg) in L (5.3.4)
Mai mult, pentru a verifica (5.3.3), este suficient s& observam c&

ilelg (Inu(x) —Inw(x)) > 0.

Atunci in punctul z; € Q unde supremumul este atins avem
V(nu(z) —Ina(xz)) =0

si
A(Inwu(z)) —Ina(xy)) <O0.

Folosind aceste rezultate obtinem

0 > Alnu(zy) —Alnu(z) = ne ; T (5.3.5)
L Thal@)gy () ) + Vu(@)|"  Na(x) hgs (d(x1))
N u(wy) u(zy

[V
|
>~
=
=

Ne
Q
—~

I
—
)

o

+
>~
)
&
VRS
K
Q
=
)

-~
S—
S—

+
—_
~_

ceea ce reprezinta o contradictie. Deci (5.3.3) este probat.
Atunci Lema 5.2.1 garanteaza existenta unei functii u (z) € C () N C%* (Q) astfel
incat

u(z) <u(zr) <u(x) pentru orice v € Q,

satisfacand (P—) si demonstratia lui i) este completd. Argumente similare folosite pentru
demonstratia lui i), conclud ii) (vezi si [70]). Aceasta incheie demonstratia Teoremei
5.3.1. m

In cele ce urmeazs, ne concentriim atentia pentru a extinde rezultatul din Teorema
5.8.1 intregii multimi R,
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Teorema 5.3.2 Fie 0 < ¢ <2 §i A\ > 0. Presupunem ci A1)-A8) si g1)-g2) au loc. In

aceste ipoteze existd numerele strict pozitive AS - astfel incat daca una din conditiile

(P

i) go=00,0< goo < 00,0 <\ <AE,
i) go = goo = 00, 0 < A < Af,

este indeplinita, exista o constanta p > 0 ce depinde doar de A\ gi o funclie u := uy €

CZ (]RN) a € (0,1) cuu < p satisfacand problema (P—). Daca in plus, g € [1,2] si

loc

exista v > 0 astfel incat functia u — g (u) / (u+ ) este strict descrescatoare pe (0, 00)

atunci solutia u := uy este unica.
Demonstratie: Existenta. Notam prin
B, :={z e R ||lz| <n}

bila de centru zero si raza n > 1 intreg. Alegem

unde A; ___ gi A} __ sunt aceleasi constante din Lemele 5.2.4, 5.2.5.

0,1

Verificarea afirmatiei i). Fie A € (0, Af] si consideram problema

—Au, = Aa(z) (g (un) — [Vun|!) in By,
u, > 01in B,,

u, = 0 pe dB,.

(5.3.6)

In acord cu Teorema 5.3.11) avem c& (5.3.6) are cel putin o solutie u,, € C2 (B,)NC (B,,).

Acum notim ca

0<u<u, <p,

(5.3.7)

unde u este sub-solutia corespunzatoare lui 2 = B,, iar u* este constanta determinata in

Teorema 5.5.11). In afara bilei B, punem u, = 0. Functia rezultats este in RY. Fie vy

aceeasi functie din Lema 5.2.5. Putem ugor deduce din (5.3.5) ca
0 < uy, (r) <y (x) pentru orice x € RY,

deoarece vy > 0 in RY si u,, = 0 in RV\ By.

(5.3.8)

Esential, un argument standard, vezi Capitolul 4, arata c& {u,} contine un subsir,

pe care-1 notam tot prin {u, }, astfel incat functia definita prin

u(z) := lim u,(x),

n—oo
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satisface

—Au = Aa(z) (9 (u) — |Vu|?) in
u > 01in Y,

u e C* ()

pentru orice domeniu marginit ' CC By cu 99 de clasi C** a € (0,1). Mai mult,
prin constructie, rezultd ci u > 0 in ' si din teoremele de regularitate ale lui Schauder
u € C* (). Cao consecinti, u € cne (R™). Din (5.3.8) obtinem c& lim; o u (z) = 0
si deci u este o solutie a problemei (P—).

Verificarea afirmatiei ii). Selectam A astfel incat A € (0,A$]. Avem din Teorema

5.3.11i) ca problema (5.3.6) admite cel putin o solutie
u, € C(B,) NC*(B,),

satisfacand 0 < u < u,, < p* in B,,.

Demonstratia se continud acum ca in cazul i).

Unicitatea. Presupunem ci u si v sunt solutii arbitrare ale problemei (4.1.1). Vom

arata ca u < v sau, echivalent,
u(x) +v < v(x)+ v pentru orice v € RY.
Presupunem contrariul. Notam
ax) == u—j:z — 1 pentru x € RY.

Deoarece avem

lim a(x)=0

2| =00
deducem ca

max o (x),

exista gi este pozitiv. In punctul zy unde maximumul este atins

Va(zg) =0

Aa(zg) <0,
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fapt ce implici
( ~ (04 7) Aut (1) Av) (20) > 0, (5.3.9)
si
(0(z0) + ) Va(zo) = (u(zo) +7) Vo (o) - (5.3.10)
Din (5.3.9) si (5.3.10) avem

(g(U) ~ 9() ) (20) + (VWV _ |V“|q) (o) > 0, (5.3.12)

ut+y v+Yy v+y  u+vy
sau, echivalent

glw) _ 9(v) [(v(20) +7)"™" = (ulzo) +7)""] [Vu(o) |
(u—l—*y - v+7) (o) + (ale0) 17" >0. (5.3.13)

Acum deoarece

0<q—1<1 giu(zg) > v(xp)

rezulta ca

(v(wo) + 7)™ = (u(m) + 7)1 <0,

< glw) — g(v) ) (29) > 0.

uty v+Yy

Atunci (5.3.13) implica

9(t)

i+, este functie strict descrescétoare pe (0, 00).

fapt ce reprezinta o contradictie cu t —
Deci

u<wvinRY.

Absolut analog obtinem

UﬁuinRN.

fortand u(x) = v(x) pentru orice z € RY. Aceasta incheie demonstratia Teoremei 5.3.2.
]

Incheiem sectiunea cu urmatoarele observatii.

Remarca 5.3.1 In acelasi mod ca mai sus obtinem unicitatea solutiei pentru problema

(P+).
Remarca 5.3.2 Teoremele noastre se aplica clasei de functii
g1(s):=1/s+ (2+coss)+s
caz in care go = 00 §i Goo = 1 TESPECtiV
g2 (8) :=1/5+ 5 (2+sin (1/s)) + s
caz in care gp = 00 = (oo-
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5.4 Comentarii

Comportamentul asimptotic al solutiilor in RY poate fi obtinut folosind Lema 5.2.2
si cateva idei care pot fi gasite in [29]. Un rezultat similar in aceastd directie poate fi
consultat in [68].

Dupa acest studiu putem constata din referinta [57] ca rezultatele acestui capitol sunt

cheia in rezolvarea problemei mai generale

~Au = M(z,u)—a(z)|Vul? in RY,
u > 0inRY,

u(x) — 0 cind |z| — oo,

cu ipoteze aditionale functiei f(z,u).
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Capitolul 6

Rezultate de existenta a solutiei
pentru o problema eliptica
cvasiliniara de tip Bieberbach si
Rademacher in domenii marginite

6.1 Introducere

Fie p € (1,00) si g : [0,00) — [0,00) o functie de clasd C' cu proprietatile:

(G1) ¢(0)=0,9(s) >0Vs>0sig(s) >0 Vs>0;

(G2) exista 8, > 0 astfel incat f;f (G()"Pdt < oo pentru G(t) = fotg(z)dz.

In acest capitol, ne vom ocupa de studiul solutiilor pozitive pentru problema eliptica

cvasiliniara de urmatorul tip:

Apu = g(u) in Q, u >0 inQ, upy = o0, (6.1.1)

unde € este un domeniu marginit cu frontiera 99 de clasi C? al lui RY(N > 2), iar
conditia ujpn = 0o inseamna ca:

lim u(z) = 400, Vzy e 0N (6.1.2)

T—T0o

Studiul problemei (6.1.1) este atras de numeroasele aplicatii practice. Spre exemplu,
in cazul p = 2 i g(u) = u?, Pohozaev [116] a ardtat cd aceastd problema apare in studiul
migcarii unui gaz intr-un spatiu inchis.

Pe de alta parte, in contextul ecuatiilor cu derivate partiale, analizdnd din nou arti-
colele [81], [117] unde (6.1.1) este considerata pentru cazul particular p = 2, observam ci
Keller si Osserman au gasit conditii necesare si suficiente lui g ce au garantat existenta
a cel putin unei solutii ce verifica problema (6.1.1).
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In cazul cand Q C RY este un domeniu mérginit cu frontiera de clasi C? problema
(6.1.1) este consideratd in cazul general de Matero [104] in ipoteza cd g este o functie

continua, pozitiva, crescatoare pe R, iar

U,(t) = /t h L% /0 S g(t)dt] ™ g

este bine definitd pentru ¢ > 0. In aceste ipoteze el demonstreazi ci existd cel putin o
solutie u € W,oP(Q) ce verificd (6.1.1). Mai mult, este aratat c& exists o € (0,1) astfel
incat u € C*(K) pentru orice mul{ime compactd K C € si

Uy (u(z))

xlggﬂ dist(z, 0 = 1 uniform in €.

Datorita tehnicii demonstratiei, Matero nu a reusit sa demonstreze ca aceste conditii
impuse lui g sunt si suficiente in studiul existentei solutiilor.

Inspirat de tehnica demonstratiei lui Bandle si Marcus [9], Keller [81] gi Osserman
[117] in cazul p = 2 si Matero [104] pentru cazul general p € (1,00) vom stabili in acest
capitol conditii necesare si suficiente pentru existenta a cel putin unei solutii a problemei
(6.1.1).

Ne indreptam atentia spre studiul existentei solutiilor u € T/Vlicp(Q) Mai mult, ob-
servam ca rezultatele de regularitate pentru operatorul p-Laplacian (vezi [41, 98, 132,
133] sau Lema 1.2.7) stabilesc ci aceste solutii verifici u € Co%(R2) cu a € (0,1).

In cazul p = 2, tehnici similare au fost folosite in lucrarea [43] sub conditii mai
generale asupra lui g.

Vom stabili citeva rezultate preliminare de care vom avea nevoie in demonstrarea

teoremei principale.

6.2 Rezultate preliminare

Lema 6.2.1 Fie Q un domeniu marginit al lui RY cu frontiera 9Q de clasa C*. Daca

g € C(]0,00),[0,00)) satisface (G1) iar h este o constantd pozitiva atunci problema
Apu = g(u) in Q, upo = h, (6.2.1)

are o unica solutie u € C'IIO?(Q) Mai mult, daca §2 este o bila B atunci u este solutie cu

simetrie radiala.
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Demonstratie: In [47], folosind formularea variationald, se demonstreaza ca exista

o functie u € W'?(Q) care minimizeza functionala Euler

J(v) :%/QWv]pdx—i—/QG(v)d:c,

in multimea C = {v € LY(Q) [v — h € WyP(Q) si (Gov) € LY(Q) } sicdexistia € (0,1)
astfel incat u € CH*(K) pentru orice mulfime compacta K C ) si acest minim este unica
solutie a problemei (6.2.1). Mai mult, este ardtat ca J(v) are un unic punct critic de
minim si acesta este cu simetrie radiald in cazul in care multimea €2 este o bila. Remarcam
cd in referinta [82] sunt obtinute rezultate mai generale in privinta solutiilor cu simetrie
radiala pentru astfel de probleme cvasiliniare. m

Vom folosi in obtinerea rezultatului principal urmatoarea:

Lema 6.2.2 (vezi [43, 104]) Fie Q un domeniu marginit cu frontiera 9Q de clasa C* a
i RN gi B C Q o bila. Presupunem ca g € C1([0,00),[0,00)) satisface (G1) si ca exista
o functie v € WP (B) cu simetrie radiald astfel incat Ayv < g(v) in B, vop = 0. In
aceste ipoteze dacd u € WP (Q) este solutia problemei (6.2.1) atunci u(z) < v (|z|)

pentru orice v € B.

Pentru urmétoarea varianta a principiului comparatiei se poate consulta [132], [133]

sau referinta [126].

Lema 6.2.3 Fie Q un domeniu marginit al lui RN (N > 2) cu frontiera ) suficient de

netedd gi wy, wy € WHP(Q) satisfacand pentru orice o € Wol’p(Q) cu p > 0 in Q relatia
/Q|le|p_2 VunVpdr < /Q IVws [P Vw,Vde, (6.2.2)

ceea ce tnseamnd —A,wy < —Ajywy tn Q (in sens slab). Daca
wy < wy pe 01, (6.2.3)

atunct

wy < wy In . (6.2.4)

Urmitorul rezultat este cunoscut. In el sunt date conditii echivalente lui (G2),
conditie cunoscuta in literatura de specialitate drept conditie de tip Keller-Osserman.
Demonstratia poate fi obtinuta, spre exemplu, in acelasi mod ca in lucrarea lui Aftalion

si Reichel [1] unde este tratat cazul p = 2.
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Lema 6.2.4 Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(KO) g satisface conditia de tip Keller-Osserman G2);
(KO1) ezista f > 0 astfel incat

A .
K(8) ._( - ) é sotee e UL (6.2.5)
(KOL1)
Tim K(5) =0 (6.2.6)

Vom demonstra urmatorul rezultat.

Lema 6.2.5 Presupunem ca sunt satisfacute ipotezele Lemei 6.2.1 asupra lui g. Daca
& € CY0,p) este o functie ce verifica

(71 P €(1)) =V "1g(&(r)) pentru orice T € (0, p), (6.2.7)

¢ (1)

atunct, pentru 0 < p; < py < p, avem

€(p2) Yp—1 p—1 Py (Np)/(p1)>
d 1 -\ )
/apl) G0 - GE - N <1 <p)

pentru N # p si

&(p2) P/ —
/ p—1 dt > pyIn &,
s /PIG() — G(E(py))] P1
pentru N = p.

Demonstratie: Un calcul simplu aratd ci pentru 7 € (py, py) avem ca &'(7) > 0,

deci (6.2.7) este echivalent cu

(0~ DE (1P () + (P = gle(r). (628)

Multiplicand relatia anterioara cu

rezultsd

!

D (N-1)
= =7 e MlE). (6.2.9)

Integrand aceasta egalitate de la p; la 7 obtinem

(Tt ()

p /

PO (¢0) 5 O - o E )

v
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Deci

7 > /oflo— D! YTER) — G

sau, echivalent
Yo —1€ (1)
YplGE(T) = GE(p))] — 7

Integrand relatia (6.2.10) intre p; si py, implica:

vV

~—~
|

~—

(6.2.10)

pentru p # N relatia

§(p2) 2/ P2 N-1 _ ];\;]:f
P dt 2/ (ﬁ) -l (1= (ﬁ) ,
) /plG(t) — G(E(p))] ;o Nt N —p Ps

£(p2) o/n— 1 P2
VD dz/ PLigp = pIn 22
) /plG(t) — G(E(p))] p 1

St

pentru p=N. &

Lema 6.2.6 Fie g € C*(]0,00),[0,00)) o functie satisfacind (G1). Avem: g satisface
conditia de tip Keller-Osserman (G2) daca si numai daca exista o bila B, in care (6.1.1)

admite cel putin o solutie.

Demonstratie: Argumentam prima implicatie. Se cunoagte din Lema 6.2.1, ca

existd o unica solutie pozitiva cu simetrie radiald u astfel incat A,u = g(u) in By,

= B pe OB,. Alegand 3 = u(0), £(7) := u(z) pentru 7 = |z| si rezolvand (6.2.7), sub
conditiile initiale £(0) = 3 sié (0) = 0, rezulta din teoria clasici a ecuatiilor diferentiale
ordinare cd pentru conditia initiald fixa £(0) solutia lui (6.2.7), £(7) poate fi extinsa la
un interval maximal (0, p) (vezi spre exemplu [58], [117] sau [142]). Presupunem pentru
inceput cd p < 0o si cd pentru p # N avem K(5) < (p—1)/|N — p|. Atunci u este o
solutie a problemei (6.1.1) in B,. Intr-adevir, din definitia lui p, avem &(p) = +oo sau
¢ (p) = +o00. In cazul din urma, din (6.2.7) obtinem ci

VD (= / T St g(en)ar = L G ()

(2 N v [
(L) = [
si deci [(p—1) (&'(7))?] /p < G(&(7)). Atunci G(£(p)) = 400, &£(p) = +o0 si concluzia

ci u este o solutie a problemei considerate. Acum, aritim ci (G2) implicd p < oo. In

caz contrar aplicind Lema 6.2.5 intre p; =1 si p, > 1, observam ca
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pentru N # p si
,C(ﬁ) 2 1np27

pentru N = p si datorita Lemei 6.2.4 pentru p, tinde la 0o, obtinem o contradictie daca

sau N = p ori

p—1

In cazul N # p si

—1
K@) > L1
Bz

putem alege C' > 0 suficient de mare astfel incat

1 p—1
—K :
ok(B) < N

Remarcim ca dacd ¢ este inlocuit cu CPg, u(z) := u(x/c) este o solutie a problemei
(6.1.1) cu functia neliniard g in B,c.

In concluzie: daci conditia de tip Keller-Osserman are loc atunci exist bile in care
u = 00 cind x — p cu p finit.

Invers, presupunem ca exista bile de raza p, al caror centru poate fi presupus in
origine, in care w rezolva (6.1.1).

Putem presupune cd u este solutie cu simetrie radiald gi definim £(7) = u(z) pentru
T = |z|, astfel incat & sa verifice (6.2.8) in (0, p).

Ca in Lema 6.2.5 obtinem ca

(g (7)) = T Ve () (e(r)).

Integrand aceasta ecuatie de la 0 la 7 rezulta

P e 0g (o = [ Ggle)is
< HEOD(G(E() - GEO)]

Integrand inca o data de la 0 la p avem

Y R
"= /OVG@(T»—G(&(@) =7 6210)

si deci (6.2.5) are loc cu f = £(0). =

Avem nevoie de urmatorul rezultat:

Lema 6.2.7 Presupunem ca g € C*([0,00),[0,0)) satisface (G1). Daca (6.2.6) are loc

51 B, este o bila de raza p atunci

inf{p > 0:(6.1.1) are o solutie in B,} = 0. (6.2.12)
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Demonstratie: Deoarece (6.2.6) este echivalenta cu (6.2.5) si (G2), atunci din Lema
6.2.0, avem ca existd bile in care problema (6.1.1) are cel putin o solutie gi deci putem
defini

po :=1inf{p > 0: (6.1.1) are o solutie in B,}.

Presupunem contrariul ca p, > 0 si fie (0,,) un sir de numere reale crescitor la infinit
astfel incat lim K(o,) = 0.
On—00

In continuare vom considera unica solutie cu simetrie radiala u,, a problemei
Apun, = g(un) in B, j2, up = 0y pe 0B, 2,

care exista din Lema 6.2.1.

Alegand «v, = u,(0), £,,(7) := u, () pentru 7 = |z| si rezolvand (6.2.7) sub conditiile
initiale £,(0) = ay, si &, (0) = 0 putem vedea din definitia lui py, ci &, poate fi extinsid
astfel incat problema (6.2.7) are o solutie in (0, p,) (vezi [142]).

Réamine sa aplicdm Lema 6.2.5 cu p; = po/2 $i py = p, pentru a observa ca

p—1p 1 ot
> = — | =
Kow) 2 5573 (1 (2) >

pentru N # p si K(0,,) > (py/2) In2 pentru N = p.

Trecand la limita pentru n — oo, obtinem o contradictie in ambele cazuri. Deci
(6.2.12) are loc. =
Incheiem sectiunea de rezultate preliminarii. Rezultatul ce urmeazs este acceptat

pentru comunicare in [35].

6.3 Rezultatul principal
Rezultatul principal al acestui capitol este sintetizat in:

Teorema 6.3.1 Fie g € C'([0,00),[0,00)) o functie indeplinind (G1). Avem: g satis-
face conditia de tip Keller-Osserman (G2) daca si numai dacd problema (6.1.1) admite

cel putin o solutie in orice domeniu Q@ marginit al lui RN cu frontiera 0 de clasd C?.

Demonstratie: Presupunem ca ¢ satisface conditia de tip Keller-Osserman G2).

Fie u,, € W'?(Q) unica solutie a problemei

Apu = g(u) in Q, upo =n, cun € N\{0}, (6.3.1)
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determinatd in Lema 6.2.1.
Aratam ca Lema 6.2.3 implica uq; < us < ... <wu, < ...l in Q.

Intr-adevir, presupunem prin reducere la absurd, ci
w={x € Qlu, > Upt1} # 2. (6.3.2)
Folosind (6.3.2) si faptul c& w, si u,1 sunt solutii ale problemei (6.3.1) obtinem:
Aptn, — Aptini1 = g(upn) — g(tUnt1) >0 in w.

Aceasta ultim4 relatie implicd —A,u,41 > —Apu, Inw. Pede altd parte (u,, — unﬂ)‘ o =
0 si din Lema 6.2.3 obtinem in final ca u, < 4,1 in @. Am obtinut o contradictie cu
presupunerea si deci {uy,},, este un sir crescator.

Cum (6.2.5) este indeplinit, Lema 6.2.6 arata cd pentru x € € exista o bila B(x,7) C
) astfel incat (6.1.1) are cel putin o solutie. Prin constructie solutia este cu simetrie
radiald. Notdm prin u, solutia obtinutd pentru Q := B(z,7) in (6.1.1). Rezulta din
Lema 6.2.2 ¢4 0 < u, <u, in B(z,T).

Deoarece u, este local marginitd in B(z, T) obtinem
exista C' > 0 astfel incit u, < C in B(x,7/2) pentru orice n =1,2,3,....

Tot din Lema 6.2.1 cunoagtem c& u, € C**(A) a € (0,1) pentru orice submultime
compacta A a lui 2. Din fapul cd A este o multime compactda deducem ca exista un
numar finit de bile B(x, 7;/2) deschise ce acopera A si deci putem concluziona ca {un },,-,
este uniform marginit pe A.

Folosind aceste proprietati ale sirului {un}n21 cu regularitate de clasi C1® o ¢
(0,1), deducem ca {u, |n > 1} si {Vu,|n > 1} sunt echicontinue in domenii compacte
continute in €. In concluzie in acelasi mod ca in Capitolul 1 putem extrage un subsir,
pe care il notam tot prin {un}n21, astfel incat u, — u si Vu, "— Vu uniform in
submultimi compacte ale lui Q la u € C2%(Q) si respectiv Vu € (C%*(Q))N. Pani in
prezent cunoastem ci u € WP (Q) N CL%(Q).

Ardtdm ca u este o solutie a problemei (6.1.1). Vom proceda ca in Capitolul 1.

Pentru aceasta fie €' un domeniu al lui RY astfel incat ' C Q cu € multime
compactd si ¢ € W?(Q) cu ¢ > 0 in Q si supp ¢ C Q. Din rezultatele de regularitate

obtinute in [41, 98, 132], vom vedea cd

[V, [P V| < C|Vyl| in
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si deoarece functia t — [¢[° ~2 ¢ este continud pe RV, rezulta ci
(Vi ()P Vu, (z) - Vo(z) — |Vu(z)P~? Vu(z) - V(z) pentru z € Q.
Atunci din Teorema convergentei dominate obtinem
/Q, |V, (2)[P7% Vuy, (z) - Vidz "=5° /Q, \Vu ()P Vu (x) - Vo (z) de. (6.3.3)

Mai mult, deoarece g € C! si u,, — u obtinem c& g(u,) "— g(u) pentru orice z € €.

Pe de alta parte folosind teorema convergentei monotone putem observa ca

[ st @ @)™ [ gl (o) do. (634
Acum din (6.3.3) si (6.3.4) rezulta ca

N Vu (:lc)|p_2 Vu(z) Vo (z)dr = —/ g(u(z))p (z)dx. (6.3.5)

Relatia din urma ne spune ci u € W,?(Q) N CL%(Q) satisface

/]Vu]p *Vu- Veds = / u)pdz,

pentru orice ¢ € W,y (Q).

Pasul urmator, este sa observam ca xll)%lﬂu(x) = oo. Intr-adevir, fixdm un punct
xo € 0N si un sir arbitrar {z;} in Q convergent la xy. Atunci, deoarece u,41 = n + 1
pe 09, si este continud, existd cateva constante M > 0 astfel incat w,1(zx) > n pentru

k > M. Notam ca, deoarece u > u,,1 in 2, avem

lim inf u(zg) > lim inf u,(xg) = n,k > M.

k—o00 k—00
Facand n si conveargd la infinit, deducem ci u este o solutie a problemei (6.1.1) in 2.
Invers, pentru n € N, presupunem cé u,, > 0 este o solutie a lui (6.1.1) intr-o bili B
de raza ¢, al carui centru poate fi ales in origine, unde ¢,, este un sir descrescator astfel
incat £, \, 0 cand n — oo. Putem de altfel presupune ca u,, este solutie cu simetrie
radiald. Fie acum [, = u,(0). Observam cd putem presupune lirrlnﬂn = oo, eventual
trecand la un subsir. Atunci (6.2.6) rezulta din (6.2.11) aplicat cu p = ¢,.
Réamane sd demonstram ca (/3,,) este nemarginit. Dacd nu, trecand la un subsir, (5,,)

converge la § € [0,00). Din (6.2.11) aplicat cu p = £, obtinem

h Vp—1 z< €
OS/Bn P ECECC) (030

Facand n — oo in (6.3.6) rezultad ci
[
s /plG(2) — G(B))]

dz =

ceea ce nu este posibil. m
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6.4 Comentarii

In cazul p = 2 este demonstrat in [43] folosind un argument al principiului comparatiei
si metoda sub gi super-solutiei ca ipoteza g functie monotona nu este necesara ci doar
suficienta. Este firesc sa ne intrebam daca raméan adevarate rezultatele din Teorema 4.5.1
cand g nu este monotona. Daca p # 2, vom mentiona ca, este posibil ca demonstratia
din [43] s& se aplice cazului cand g este functie local Lipschitz continud fira a avea nevoie
de conditia de monotonicitate. Consideram ca, pentru a demonstra aceasta este necesar
sa folosim referintele: [39], [40], [43], [58] si cateva rezultate de regularitate care pot fi
gasite si cum trebuie folosite in [29]. Rezultate in aceasta directie pot fi consultate si in
[44]. Noi nu am reusit s dam, pana in prezent, un raspuns complet al acestor probleme.

Asa cum vom vedea in Capitolul 7 problema (6.1.1) este cheia in studiul problemei
mai generale

Apu = a(z)g(u) in Q, upe = oo,

fapt ce a impus studiul problemei respective.
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Capitolul 7

Rezultate de existenta a solutiei
pentru o problema cvasiliniara de
tip Bieberbach si Rademacher in RY

7.1 Introducere

In acest capitol, vom stabili existenta a cel putin unei solutii pentru problema eliptic
cvasiliniara

{ Apu=0bz)f(u)in QCRY, u>0in Q, (7.1.1)

u(xr) — oo cand x — 0L,
unde N > 2,1 < p < N iar Q C R¥ este un domeniu marginit cu frontiera 9 de clasa
C? sau ) = RV,

Presupunem ci b : Q — R satisface urmitoarele ipoteze, nu neapirat simultan:

(b1) b este pozitiva, netriviald in Q si cu urmétoarea proprietate: pentru orice
zo € 2 satisfacand b(zo) = 0, existd un domeniu €y astfel incat 2o € Qy, Qy € Q si
b(x) > 0 pentru orice x € 9;

(b2) be C%(Q);

(b3) pentru b € C2%(RN) si ®(r) = max|y, b(x)

loc

/ p/ DY P (r)dr < oo pentru pe (1,2],
0

© (p-2)N+1
/ ro 1 P(r)dr < oo pentru p € [2,N)
0

si cd functia neliniara f : [0,00) — [0, 00) indeplineste
(f1) €CH(0,00),[0,50)), f'(s) > 0
(f2) [p-p-1)7"- F(s)] 7 ds < 400 Va > 0 unde F(s) = [y f(t)dt.
Problema (7.1.1) a fost consideratd de mai multi autori in cazul p = 2 si in cazul

in care domeniul € este marginit. Primul exemplu de problema similara lui (7.1.1) a
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fost studiata de Bieberbach [12] in 1916 si corespunde cazului f(u) = e*, b(z) = 1 iar
Q) C R? este un domeniu marginit si suficient de neted. In acest caz problema joacd un rol
important in teoria suprafetelor Riemanniene de curbura constanta negativa gi in teoria
functiilor automorfe. Cand € C R? aceastd problems apare in studiul potentialului
electrostatic intr-un corp metalic stralucitor pe interior (vezi Keller [80]). Rademacher
[124], in 1943, a extins rezultatele lui Bieberbach sub ipoteza ca ) este un domeniu al
lui R3 cu frontiera 9 o subvarietate de clasd C? in R3.

Dupa aceste rezultate, problema existentei solutiilor a fost intens studiatd de mai
multi autori pentru clase mai generale de functii. Conditia (f2) a fost pentru prima data
introdusa in 1957 de Keller [81] si Osserman [117]. Loewner gi Nirenberg in [102] au

studiat problema unicitatii si comportamentul asimptotic al solutiilor in cazul
b(z) = const > 0 i f(u) = uN D/ EN2 N > 9

iar  este un domeniu arbitrar din RY. Ei au aratat ci aceastd problema este motivati
de o problema concreta ce apare in Geometria Riemaniana.

In contextul ecuatiilor cu derivate partiale problema (7.1.1) a fost in atentia mai
multor cercetitori. In cazul p = 2, Lazer si McKenna [96] au demonstrat existenta unei
solutii clasice pentru problema (7.1.1) in cazul in care ) este un domeniu marginit din
RY (N > 1) ce satisface conditia sferei exterioare, f(u) = e* iar b € C(Q2) cu b(x) > 0
pentru orice = € €.

Cheng si Ni [25] a considerat problema (7.1.1) in cazul p = 2, f(u) = u” (y > 1)
iar 2 domeniu marginit din RY suficient de neted. Ei au obtinut existenta unei solutii
presupunéand in plus ca functia suficient de neteda b este aleasa astfel incat b > 0 pe 0f2.

Rezultatul lor a fost extins de Marcus [110] la functii mai generale f ce satisfac
conditii de tip Keller-Osserman dar in aceleagi ipoteze asupra functiei b.

Mai recent, Lair [87] in cazul p = 2, a demonstrat c& dacd  C RY este un domeniu
marginit cu frontiera de clasd C?, functia f este continud si crescitoare pe [0,00) cu
f(0) =0si f(s) > 0 pentru s > 0 iar b este continui pe 2, cu proprietatea (b1) atunci
problema (7.1.1) corespunzatoare cazului p = 2 are cel putin o solutie dacd in plus f

satisface conditia de tip Keller-Osserman
oo s —1/2
/ [/ f(t)dt] ds < oo.
1 0
El in plus, a ardtat ci dacd Q = RY iar b € C(RY) satisface si
/ ré(r)dr < oo unde ¢(r) = max b(x)
0
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atunci existd cel putin o solutie a problemei (7.1.1).

Zhang [131] extinde rezultatele de existenta ale predecesorilor imbunatatind conditiile
asupra lui b si f dar tot in cazul p = 2.

In [111] Mohammed studiazi direct problema (7.1.1). El presupune pentru inceput
cd functia b € C(Q) satisface conditia G dacd existd un subgir de domenii {2} astfel
incat

Q= U, Q C Qpr, b= 1,2

5 g e

iar pentru orice xy € Q satisfacand b(xg) = 0, existd un sub-domeniu O € 2 continand
1 astfel incat b(z) > 0 pentru orice z € JO. Sub ipotezele f € C1([0, 00), [0, 00)) functie

crescitoare ce satisface f(0) = 0, f(s) > 0 pentru orice s > 0 si astfel incat

/100 Wdt < 0o unde F(t) :/0 f(s)ds,

iar b € C'(Q) este o functie ce satisface conditia G el arata cd dacd problema

Ayw = —b(z) in Q,
w = 0 pe 0N,

are o solutie atunci existd o solutie gi pentru problema (7.1.1). In plus autorul stabileste
si comportamentul asimptotic al solutiei, insd el nu trateaza cazul Q = RY si f(0) > 0
tratat in acest capitol.

Vom folosi aceeasi tehnica ca in [87, 131, 141] pentru a demonstra existenta solutiilor

lui (7.1.1).

Definitia 7.1.1 O functie u € WP(Q) se numeste solutie slaba a problemei (7.1.1) in

domeniul Q daci pentru orice o € WyP(Q) cu ¢ > 0 in Q avem

—/ |Vl Vu-Vgodx:/b(x)f(u)godx. (7.1.2)
Q Q

Definitia 7.1.2 O functie u € Wl’p(Q) se numeste solutie local slaba a problemer

loc

(7.1.1) in domeniul Q2 daca u este o solutie slabi a problemei (7.1.1) pentru orice sub-

domeniu £y C €.
Definitia 7.1.3 Orice solutie local slaba u a lui (7.1.1) care este continud in Q i
u(z) — oo cdnd x — 09, (7.1.3)

se numeste solutie exploziva.
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Analog, pentru Q = RY conditia (7.1.3) se scrie
u(z) — oo cdnd |x| — oo,

si in acest caz spunem ca solutia se numeste exploziva totala.

Vom stabili cateva rezultate preliminare ce vor fi necesare in demonstrarea teoremelor.

7.2 Rezultate preliminare

Reamintim ca o multime 2 satisface conditia sferei uniform exterioare daca exista
un numir r > 0 astfel incat pentru orice z € 92 existd o bild inchisi B de razi r cu
BNQ={z}. Notdim c& un domeniu §2 marginit al lui R cu frontiera 9Q de class C?
satisface aceste conditii.

Suntem in masura sa dam rezultatele preliminare. Urmatoarea lema poate fi gasita

in [96], [131] (vezi si Lema 1.2.8).

Lema 7.2.1 Daci Q este o multime deschisa si marginita a lui RN ce satisface conditia

sferei uniform exterioare atunci exista un sir {Q,}5° de submultimi deschise astfel incdt
Qp € Qn CQUE_1Q,, =,

iar frontiera 09, este o (C*°)—subvarietate neteda de dimensiune N — 1 pentru m > 1.

Lema 7.2.2 (vezi Teorema 1.3.1) Daca b satisface (b1), (b2) si Q2 este un domeniu

marginit al lui RN cu frontiera O suficient de netedd atunci problema

—Apu(z) = b(x)[u(z) + ]! pentru z € Q,
u >0 inQ, (7.2.1)

ujpa =0,

are o unici solutie u € CH*(Q) cu o € (0,1) pentru orice € > 0.

Lema 7.2.3 In ipotezele (b1) si (b3) problema

N )PPl () = e e() (=) in RN,
lim, o w(r) =0, (7.2.2)
w'(0) =0,

are o unica solutie pozitiva, marginita si cu simetrie radiala.
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Demonstratie: Integrand (7.2.2) obtinem

w(r) = /TOO [Sl_N /05 oV 1d(0)do 1/(p71)d§7

cu lim w(r) = 0.

T—00

Demonstram cd w(r) este marginitd. Pentru aceasta considerdm doud cazuri:

Cazul 1. 1 <p < 2.
Deoarece in acest caz

1
1< — < o0,
p—1

din inegalitatea lui Holder avem ca
o) 3 1/(p—1)
1I-N 1 1 N_1
w(r) = Er-1&p1 ¢ o T ®(0)do dé
r 0

< /Toogi‘ff% U;gﬁ@il(a)da} dt.

Integrand prin parti si folosind regula lui I” Hépital, avem

0
R R r
= p;_l%%im {/ [f@(g)]f’lldf—RP_—l/ o1 @Pll(a)da—i—rp_—llv/ o CIDr’il(a)da}
T 0 0

N-2 /R 11 2— " N-1 _1_ /R N-1 _1_
Rp=1] Ep=1op=1({)di+r P-1 §r=t @p-1(g)dé]— gp-l op-1(£)dg
r 0

(7.2.3)

Acum, din a doua formuld de medie pentru integrale, exista r; € (0,r) astfel incat
" N1 1 "Nz o1 1
[eFerngi - [¢Retarou
0 0
_ TN/ 7 (€)de (7.2.4)
N-—-2 r 1 1
< o3 [etrarttiog
0
deoarece N > 2. Din (7.2.3)-(7.2.4) rezult4 in final

1 [e.@]
win) < 5= [ eI

Cazul 2. 2 <p < N.
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In acest caz 0 < zﬁ <1

Daca

3
/ oV 10 (0)do < 1 pentru € > 0,
0

atunci

/TR {51 N/05 N-1g(g )da}plld§</rR§1P_—]¥d§:§__if (R%—r%>. (7.2.5)

Folosind (7.2.5), avem

_p—NR—»oo

deoarece p < N.

o
Daci existd &, > 0 astfel incat / o1 (g)do = 1 atunci
0

1

¢ —1 3
(/ N 1P(o )da) < / oV r®(0)do pentru orice £ > &,
0 0

relatie care implica

R 1-N 5 1 R 1-N 6
1 N=1®(5)do)r—1dE < =1 N=1®(5)dodE. 7.2.6
[5 </0“ (0)do) 5_/5 /0" (0)dods.  (7.2.6)

Mai mult, integrand prin parti obtinem

p_; / d%(fii’f ) / N dode

N(p—2)+1

— R — T
=L [ T e(e)de — R / oV 1B(o)do + T / ON‘“D(U)da}
R 9 R 0
N—p N(p—2)+1 p=N
Rp-1 [/ ¢ 1 <I>(§)d§+r1’—1/ aN—lé(a)da}/ oN=1®(5)do
-1 r 0 0

Din (7.2.6)-(7.2.7) rezulta, folosind regula lui L” Hopital

(7.2.7)

1
p—1

w(r) = roogﬂ UOEUN—%(O—)CZU} d¢

N—p R N(p—2)+1 p—
Rp-1 & Pl ®(g)dE+rrl
r

r R
oN=1®(0)do / oN=1®(0)do
0
< = L lim R

“PR—oo RP—

(p )+
== ;]%EI;O {/ 13 £)de 4 71 /OUN_l(I)(O')dO':| :
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Din nou, folosind a doua formuld de medie pentru integrale, exista o € (0, r) astfel incat

/OrgN—@(é)dé = /gp PN g o e /émp 25 e

T N(p-2)+1

< et [T (e,

si demonstratia este completa. m
Autorul tine s precizeze ca utilizarea formulei de medie in demonstratia Lemei 7.2.3

a fost sugerata de catre Michail Borsuk.

Lema 7.2.4 Daca f satisface (f1) si (f2) atunci

()

P

— 00 cdnd t — oo. (7.2.8)

Mai mult, exista v > 0 astfel incat

> d

Demonstratie: Remarcam ca

F(t)

t—oo tP

deoarece conditia (f2) implicd
( t ) 1 / bods
t— - < — 0,
2) /E@W) SR/ F(s)

Pe de alta parte, din (f1) avem

cdnd t — +oo.

(7.2.10)

fapt ce atrage

cand t — +00.
Demonstratia lui (7.2.8) este completa.
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Acum, din (7.2.8) exista t; > 0, astfel incat

1

f)>Ft)5, (7.2.11)

pentru orice t > t;. Dar relatia (7.2.11) este echivalenta cu

1 1

< . 7.2.12
fYe-D(s) — F(s) ( )
Integrand (7.2.12) de la t; la 400 avem
/ h ! dt < / T dt <
—_— 0.
w SO Ty @)
Demonstratia lui (7.2.9) este completa pentru v :=¢;. ®
Observam ca functia R : (0, 00) — (0, 00) definita prin
oo ds
R(t) = T
0= Fey
este strict descrescatoare.
Remarcam c&, datorita Lemei 7.2.4 putem defini
R _ +o0o dS . B R
(u) = o) fl/Tl)(S) si w(z) = R(u(x)).
Atunci (7.1.1) este echivalentd cu urméatoarea problema Dirichlet singulara
—Ayw + g(w) |[Vw|” =b(x) in Q,
w >0 in Q, (7.2.13)
w(z) — 0 cind x — 09,
unde
['(u) f'(R7(w))

9W) = o) ~ FE e D(Rw))’
si R™! reprezintd inversa functiei R, care si ea este strict descrescitoare in (0, 00).

In particular, pentru f(u) = e*, avem w = (p — 1)e~*/®=1 &

—A,w+ (p— 1)% =b(x) in Q,

w >0 in §Q,
w(x) —0 cind x — 0S),
pentru f(u) =u”giy>p—1, avem w = C (u)_cf1 si

—A,w + 70% =b(x) in Q,
w >0 in €,

w(z) — 0 cind x — 052,

Cw=(p-1/(y—p+1).

Cu aceste observatii vom demonstra:
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Lema 7.2.5 Fie Q un domeniu marginit al lui RN cu frontiera 0 de clasia C*. Dacd

(f1), (f2), (b1), (b2) sunt indeplinite atunci orice solutie u a lui (7.1.1) satisface
R (v(z)) < u(z), Yz € Q,
unde T(z) este unica solutie a problemei (7.3.1). In particular, pentru f(u (z)) = e*®,
(p —1)In[(p — 1)/0(2)] < u(x) pentru orice v € ,
iar pentru f(u(x)) =u" (z) iy >p—1,
[C/5(2)]Y < u(z) pentru orice x € Q.

Demonstratie: Vom considera problema (7.2.13). Fie w o solutie arbitrara a lui

(7.2.13). Demonstram ca

e ds —
w(x) = ———— < 9(x) pentru x € €.
) /u(x)fl/(p_l)(s) )

Presupunem, prin absurd, ca

w={zr e Quw(z)>v(z)} #2.

Clar w este multime deschisa. Putem presupune ca w este multime conexa, in caz contrar

putem considera o submulfime conexa a lui w. Deoarece g(w) > 0, avem
—A,w+ Ayu = —g(w) |[Vw|’ <0 in w.

Pe de alta parte

(w =7), 5, = 0.

Aplicand Lema 6.2.3 obtinem ca
w(z) < v(x) pentru orice x € W.

Aceasta contradictie demonstreaza lema. m

Un prim rezultat pentru problema (7.1.1) este:

Lema 7.2.6 In ipotezele (f1), (f2), (b1), (b2) iar Q un domeniu marginit al lui RN cu
frontiera 02 o (C'*)—subvarietate neteda de dimensiune N — 1, problema (7.1.1) are cel
putin o solutie.
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Demonstratie: Pentru fiecare m € N, consideram problema

{ Apu=b(x)f(u) x e,

(7.2.15)
u(z) =m, x € 0N0.

Deoarece b € C*(Q2) si b1) este satisficut, vedem ca u,, = m este o super-solutie a lui

(7.2.15). Pentru a construi o sub-solutie u,, a lui (7.2.15), fie

o ds B
s () fl/(p_l)(S) - Ql(x)a

unde w, € C*(Q) este unica solutie a lui

—A,v = b(x) in €,
v(z) >0 in €,

v = /1 fl/(pd—_sl)(s) >0 pe 89,
(care exista din acelagi argument ca in Teorema 7.3.1). Atunci vom vedea ci

Ujjpg =1 <m

si
Uy = R_l(w1)

satisface

—Aw, Apuy  f'(y)

U= ) Py |l = b

din care se obtine
Apuy () > b(x) f(uy (z)) pentru orice x € €.

Deci u; este o sub-solutie a lui (7.2.15). Din Lema 6.2.3 avem u; < m. Din metoda sub

si super-solutiilor rezultd cd (7.2.15) are o solutie u,, € W' (Q) N L> (Q) satisfacand
U < Uy <min Q.
Mai mult, din lemele de deasupra, este clar ca
0< R Y w)=u <ty < oo < Uy S tUpyy <. < QL (7.2.16)

Atunci girul {u,,} este crescétor.

Pentru a incheia demonstratia lemei, este suficient sa aratam ca pentru orice xg un
punct arbitrar din 2 exista o multime deschisa O CC €2 contindnd z( si o constanta
pozitiva, Cp, astfel incat u,,(z) < Cp in O pentru orice m > 1.
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Existenta unei multimi O gi a unei margini C, este probata considerand doua cazuri:
Cazul 1) b(xg) > 0.
In acest caz, cum b € C(Q), deducem ci existd o bild B(xg,r) C Q centratd in zg si

de razs r astfel incat
b(z) > 0,Vz € B(xo,r).
Fie

bo := min b(x),
z€B(zo,r)

si z o solutie pozitiva a problemei

{ Apz(x) = bof(2(x)) pentru = € B(xo,1),

z(x)\BB(zo,'r) = o0,

care exista datorita rezultatelor datorate lui Matero (vezi Capitolul 6).

Folosind acum principiul slab al comparatiei, Lema 6.2.3, deducem ca
Um < 2,V € B(xg,r).
Pe de alta parte, deoarece z este local marginita putem alege
O = B(xo, R/2) iar Co = max 2.

Cazul 2) b(xg) = 0.

Ipoteza bl) si faptul ca €2 este marginita implica existenta unei multimi O astfel incat
29 € O CC Q gi b(x) >0 pe 00.
Aplicand Cazul 1 anterior, cunoastem ca Vx € 0O exista o bila
B(z,r,) CC Q,
ce nu depinde de m, si o constanta pozitiva C, astfel incat
um(z) < Cpin B(x,7,/2).

Din nou, faptul ca domeniul €2 este marginit implica ca si O este marginit, fapt ce
demonstreaza ca JdO este compactd. Atunci, existd un numar finit de bile ce acopera
00, rezultat scris astfel

00 C UM B(wj,74,/2).
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Punem

Co :=max{Cy,,Cy,,...,Cy,. }

Y .’bmo

unde bilele

B(xj,74,/2),5 = 1,2,...,mg acoperd 00.

Clar, avem

U () < Co in 00.

Aplicand principiul slab al comparatiei in O obtinem u,, < Cp in O pentru orice m =
1,2, ...

Deci, in ambele cazuri gasim ca: dat xy € O exista o bila B C O ce contine z si o
constanta pozitiva Cp astfel ca u,, < Cp in O pentru orice m = 1,2, .... Acoperind O
cu astfel de bile vom vedea ca {u,,} este uniform mérginit.

In pasul urmitor, observim cg

li =
Jigu(o) = o0,

unde

uw(z) = lim uy,(x) pentru z € .

m—0o0
Intr-adevar, fixim un punct z € 9 si un sir arbitrar (z;) in Q convergent la 2. Atunci,

pentru orice € > 0, tindnd cont ca
Uer1 = € + 1 pe 0N
si este continua,
exista M > 0 astfel incat u.1(x,,) > € pentru m > M.
Notam ca, intrucat

U > ueqq in QQ,

aveln

w(Ty,) > e, m> M.

Asadar, u(z,,) — oo cdnd m — oo. Deci, avem u(z) — oo cind x — 0. Acesta
reprezinta finalul rezultatelor de baza. m
Suntem in masura sa demonstram teoremele principale ale capitolului. Rezultatele

sunt publicate in referinta [31].
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7.3 Rezultate principale

Rezultatele principale obtinute sunt insumate in urmatoarele teoreme.

Teorema 7.3.1 (vezi gi [71]) Daca b satisface (b1), (b2) si Q) este un domeniu marginit

cu frontiera O de clasa C? al lui RY atunci

—A,v = b(x) in Q,
v >0 in 2, (7.3.1)
v =0 pe 09,

are o unic solutie slabd v € CY*(Q). Mai mult, existd constantele I, > ky > 0, astfel
incat

kid(x) <wv(z) < l1d(x) pentru x € Q, (7.3.2)

unde d(x) reprezinta distanta de la x € Q2 la 0N.

Demonstratie: Cum pentru orice € > 0, t — [t + €] ! este functie descrescitoare in
(0,00) si
u < lul g

rezulta ca

b@)u+ €™t 2 b(@) [ullo +€

si, mai mult

—Apu = b(x)[u+ e = bla)[lull + 7

ceea ce inseamni ca

_ 1/(p—1
T = u[u oo + /P

este super-solutie a problemei (7.3.1). Reamintim ca u exista din Lema 7.2.2. Folosind
faptul ca u = 0 este o sub-solutie a lui (7.3.1) si metoda super si sub-solutiilor avem c&
problema (7.3.1) are o solutie v € C1%(Q), care este pozitivd din principiul de maxim.
Mai mult, aceasta este unica solutie a problemei (7.3.1), fapt ce rezultd din principiul

slab al comparatiei. Relatia (7.3.2) este demonstrata in [71]. =

Teorema 7.3.2 Fie Q un domeniu marginit al lui RN cu frontiera 092 de clasa C?.
Daca f i b satisfac conditiile (f1), (f2), (b1), (b2) atunci problema (7.1.1) are cel putin
o solutie exploziva.
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Demonstratie: Consideram problema

Apu=b(x)f(u) in Qp,
u>0 in Qun, (7.3.3)

u(zr) — oo cand v — Oy,

unde {£2,,}7° este ca in Lema 7.2.1 si cu presupunerile pentru b(zx), in orice components
Q. Deoarece b € C%*(Q), rezults si faptul ca b € C%%(Q,,). Din Lema 7.2.6, vedem c&
(7.3.3) are o solutie u, € Co% (Qn). Rezultd din Lemele 7.2.1-7.2.6 cA

0< RY0(2)) < tppr < Uum(z) < .ol (7.3.4)

pentru orice x € €,,.

Observam ca pentru o submultime compacta B a lui §2, exista mg astfel incat B C
Qo si rezulta din (7.3.4) ca sirul {u,, (v)};, este descrescator pentru x € B si este
mérginit inferior de R~*(v(z)) in B.

Ca o concluzie

u(z) == lim u,,(x)

m—0o0
exista pentru orice x € (). Folosind rezultatele de regularitate pentru solutii local slabe,

Lema 1.2.7 avem u € C2%(2) verifica

loc

Din (7.3.4) si
R (v(x)) — oo cdnd x — 09,

vom vedea ca u este solutie a lui (7.1.1) si demonstratia este completa. m

Teorema 7.3.3 Daca f i b satisfac conditiile (f1), (f2), (b1), (b3) si Q = RY atunci

problema (7.1.1) are cel putin o solutie exploziva totala.

Demonstratie: Din Teorema 7.3.2, rezulta ca urmatoarea problema

Apu (z) =b(x)f(u(x)) in |z| <m,
u(z)>0 in |x| <m,
u(z) = oo cand |x| = m,

. 1, .
are o solutie u,, € C,)7(B,,) ce satisface
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unde B, := {z||z|] <m ,m € N}.

Pentru a obtine rezultatul din teorema, este necesar sa demonstram ca

A) R (v(2)) < up(z), Vo € By, unde v € C*(RY) este unica solutie a problemei
(7.2.2).

B) u(x) — oo cind |x| — oo, unde u := limy, o0 Upy,-

Acum, observam ca Lema 7.2./ ne permite sa definim o functie pozitiva, suficient de

neteda pe [0, 00) prin

o ds
W () = / —————— pentru |x| < m. (7.3.5)
Um () fl/(p 2 (8)

Demonstram ca
wpn () <(|2]), RTH@(|2])) < R™Hwm(2)) = um (@),

pentru orice x € B,,. Clar, aceastd inegalitate are loc pentru |x| = m unde w,, = 0 si
Uy, = OO.
Evaludm (7.3.5), astfel
1

iar
Au,, 1 !
Awy, = YD (y,,) (fl/(p—l)(um)) Vit (7.3.7)
Din (1.2.4) obtinem
|V, (2))[P? = L |Vt ()72 (7.3.8)

f@=2/=1) (u,,(z))
Folosind (7.3.7) si (7.3.8) avem

M) | fw) o
Flum@)  Plany Vel

Apw,, =

De altfel observam ca

Apum _ f/(um>
flum) 2 (um)

A
VP < T2 = b(a)

—Apwp,(z) = < O(r) = —A,0(r).

Intrucat
v(r) > 0 pentru orice x € By, cu r = ||
rezulta din Lema 6.2.3 ca

wm () < T(r) pentru orice x € Byy,.
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In consecinta,

R Yo(r)) <u(z) in RN

si A) este demonstrat.
Deoarece

lim o(|z]) =0

|z|—o00
si
lim R™'(7 (|z])) = oo,

|z]—o0

este clar cd u(x) — oo cdnd |r| — oco. Demonstratia este complets. m

7.4 Comentarii

Recent, autorii Shuibo Huang si Qiaoyu Tian au obtinut in lucrarea [75] compor-
tamentul asimptotic al solutiei problemei (7.1.1) in mul{imi marginite ale lui RY cand
aceasta este unici iar pentru = RY Junli Yuan si Zuodong Yang [138] au stabilit

rezultate importante de existenta, ne-existenta si comportament asimptotic al solutiilor

lui (7.1.1).
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