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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Introducere

Subiectul acestei teze de doctorat s-a ini̧tiat ca re�ex la analiza multor lucr¼ari ştiinţi�ce referitoare

la probleme la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare, scrise de autori români şi str¼aini.

Actualitatea temei investigate const¼a în faptul c¼a studiul problemelor semiliniare şi cvasiliniare a fost

şi r¼amâne un proces deschis mai ales din privinţa faptului c¼a un num¼ar important de procese din ştiinţele

aplicate sunt modelate prin acestea iar dezvoltarea general¼a ne ofer¼a noi perspective şi modalit¼aţi de

cercetare.

Obiectivul ştiinţi�c al acestei teze este: extinderea rezultatelor unor studii precedente din perspec-

tiva urm¼atoarelor şapte direçtii:

a) Determinarea de condi̧tii su�ciente pentru existenţa a cel puţin o soluţie în studiul problemei

eliptice cvasiliniare

��pu = a(x)f(u) în RN , u (x)> 0 pentru x 2 RN , u(x) jxj!1! 0: (P1 )

b) Stabilirea unor rezultate de ne-existenţ¼a a soluţiilor cu simetrie radial¼a pentru problema cvasiliniar¼a

��pu = a( jxj )[f(u) + g(u)+ jrujq] în RN , u > 0 în RN , u( jxj ) jxj!1:! 0. (P2 )

c) Ce metode s-ar mai putea folosi în obţinerea de soluţii pentru problema eliptic¼a semiliniar¼a

��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x) în 
 � RN , u(x) > 0 pentru x 2 
, uj@
= 0. (P3 )

d) Determinarea de condi̧tii su�ciente pentru existenţa a cel puţin unei soluţii în cazul problemei

eliptice semiliniare

��u+ c(x)u = a(x)f(u) în 
 � RN , u(x) > 0 pentru x 2 
; uj@
= 0. (P4 )

e) Obţinerea unor rezultate de existenţ¼a şi unicitate a soluţiilor pentru problema eliptic¼a semiliniar¼a

��u = �a(x) (g(u)� jrujq) în 
 � RN ; u(x) > 0 pentru x 2 
; uj@
= 0. (P5 )

f) Ce rezultate s-ar mai putea obţine extinzând studiul soluţiilor pentru problema eliptic¼a cvasiliniar¼a

�pu = g(u) în 
 � RN , u(x) > 0 pentru x 2 
, uj@
=1: (P6 )

g) Se poate stabili existenţa a cel puţin unei soluţii pentru problema eliptic¼a cvasiliniar¼a

�pu = b(x)f(u) în 
 � RN ; u(x) > 0 pentru x 2 
; uj@
=1? (P7 )
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

În concordanţ¼a cu obiectivul ştiinţi�c, teza a fost organizat¼a pe 7 capitole:

În primul capitol, vom extinde rezultatele de existenţ¼a şi comportamentul asimptotic al soluţi-

ilor obţinute de Goncalves şi Santos [67] în cazul p = 2 pentru problema (P1) la cazul mai general

1 < p < N . În obţinerea rezultatelor folosim rezultate de existenţ¼a obţinute de autorii Diaz şi Saa [48]

precum şi rezultate de regularitate a soluţiilor pentru operatori cvasiliniari obţinute de c¼atre DiBenedetto

[41] şi Tolksdorf [132].

În capitolul doi , d¼am un r¼aspuns problemei deschise pus¼a de Xue şi Zhang [137] în privinţa

ne-existenţei soluţiilor problemei (P2).

Al treilea capitol , este important datorit¼a faptului c¼a în el sunt folosite argumente noi prin care

se pot extinde rezultatele de existenţ¼a pentru problema (P3) la funçtii neliniare mai generale.

Capitolul patru, sugereaz¼a posibilit¼aţi de obţinere a rezultatelor de existenţ¼a pentru probleme în

care funçtionala neliniar¼a nu depinde de termenul gradient pornind de la tratarea problemelor în care

funçtionala liniar¼a depinde de termenul gradient.

În capitolul cinci, stabilim rezultate de existenţ¼a şi unicitate a soluţiilor pentru problema (P5).

Extindem aici rezultatele obţinute de Dinu în referinţa [46].

În capitolul şase, îmbun¼at¼aţim rezultatele de existenţ¼a obţinute de c¼atre Matero [104] pentru

problema (P6). Raţionamentul demonstraţiei î̧si are originea în lucrarea [43] apaŗtinând autorilor Du-

mont, Dupaigne, Goubet şi R¼adulescu.

Capitolul al şaptelea se �înseriaz¼a� dup¼a capitolele precedente pentru a aduce informaţii cu

privire la rezultatele de existenţ¼a obţinute în cazul problemei (P7). În obţinerea rezultatelor se utilizeaz¼a

lucrarea autorilor Mohammed [111] şi Tao şi Zhang [131].

Preciz¼am c¼a o bun¼a parte dintre rezultatele cuprinse în tez¼a au fost expuse, discutate şi analizate

în "Seminarul de Analiz¼a Matematic¼a şi Aplicaţii în Teoria Controlului" de la Universitatea de Vest

din Timi̧soara, condus de prof. univ. dr. Mihail Megan. Unele au fost deja publicate în reviste de

specialitate din ţar¼a şi str¼ain¼atate.

Cu sinceritate şi recunoştinţ¼a muļtumesc distinşilor profesori universitari Ioan A. Rus (Universitatea

�Babeş-Bolyai�din Cluj-Napoca), Teodor Precupanu (Universitatea �Alexandru Ioan Cuza�din Iaşi) şi

Petre Preda (Universitatea de Vest din Timi̧soara) pentru amabilitatea de a accepta calitatea de referent

la aceast¼a tez¼a precum şi pentru observaţiile deosebit de utile pe care le-au f¼acut asupra conţinutului ei.

În încheiere doresc s¼a adresez sincere muļtumiri profesorului universitar doctor Mihail Megan, con-

duc¼atorul ştiinţi�c al tezei, pentru încrederea pe care mi-a acordat-o, pentru înţelegere, ajutorul şi grija

cu care m-a încurajat în perioada activit¼aţii de doctorand.
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Capitolul 1

Rezultate de existeņt¼a a solu̧tiilor şi
comportamentul lor asimptotic
pentru o problem¼a cvasiliniar¼a de
tip Lane, Emden şi Fowler

1.1 Introducere

Scopul studiului din prezentul capitol, este acela de a ob̧tine rezultate de existeņt¼a

pentru problema eliptic¼a cvasiliniar¼a8><>:
��pu = a(x)f(u) în RN ,
u > 0 în RN ,
u(x)! 0 când jxj ! 1,

(1:1:1)

unde N > 2, �pu := div(jrujp�2ru) este operatorul p-Laplacian, a : RN ! R iar f 2
Liploc((0;1)). Nota̧tia j�j va reprezenta norma Euclidian¼a în RN iar f 2 Liploc((0;1))
înseamn¼a c¼a f : (0;1)! (0;1) este o funçtie continu¼a local Lipschitz.
Reamintim c¼a o funçtie f : (0;1) ! (0;1) se numeşte local Lipschitz dac¼a pentru

orice x 2 (0;1) exist¼a o vecin¼atate V a lui x şi o constant¼a pozitiv¼a L = L(V ) depinzând

de V astfel încât jf(z)� f(y)j � L jz � yj pentru orice z; y 2 V .
O solu̧tie a problemei (1:1:1) va � o funçtie u 2 C1(RN) care, pentru orice ' 2

C10 (RN) cu ' (x) � 0 8 x 2 RN , veri�c¼aZ
RN
jru(x)jp�2ru(x)r'(x)dx =

Z
RN
a(x)f(u(x))'(x)dx; (1:1:2)

şi u(x) > 0; 8x 2 RN iar limjxj!1 u(x) = 0.

Di�cult¼a̧tile în stabilirea rezultatelor de existeņt¼a a solu̧tiilor pentru probleme de tipul

(1:1:1) apar când f este o funçtie singular¼a în 0, caz echivalent cu limr!0+ f(r) =1.
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Asupra acestui caz vom insista în continuare.

Probleme eliptice semiliniare, în care funçtia f este singular¼a în 0, au fost intens

studiate de mai muļti autori: Wong [143], Crandall, Rabinowitz şi Tartar [36], Kusano

şi Swanson [84], [85], Dalmasso [38], Edelson [50], Chabrowski şi König [20], Lazer şi

McKenna [95], Shaker [127], Lair şi Shaker [88], Lair şi Shaker [89], Zhang [139], Shi

şi Miaoxin [128], Cîrstea şi R¼adulescu [18], Yjing şi Shujie [135], Feng şi Liu [56], Dinu

[45], Goncalves şi Santos [67], Zhang [140]. Datorit¼a volumului foarte mare de lucr¼ari

în aceast¼a direçtie vom meņtiona câteva din rezultatele recent ob̧tinute urmând ca pe

parcursul tezei s¼a reamintim şi alte rezultate în aceast¼a direçtie strict legate de problemele

studiate.

Lair şi Shaker [88] au considerat problema (1:1:1) în cazul p = 2, f(u(x)) = u�
(x),

(
 > 0) şi în ipoteza c¼a funçtia a : RN ! R satisface urm¼atoarele propriet¼a̧ti:

(LS1) a 2 C0;�loc (RN), unde exponentul � 2 (0; 1);

(LS2) a(x) > 0 8x 2 RN ;

(LS3) pentru �(r) = maxjxj=r a(x) avem
R1
0
r�(r)dr <1;

(LS4) pentru " 2 (0; 1) avem limr!1 r
N�"�(r) <1.

Ei au ar¼atat c¼a ipotezele (LS1)-(LS3) sunt su�ciente pentru ca problema (1:1:1) s¼a

aib¼a o unic¼a solu̧tie u 2 C2;�loc (RN) şi în plus, dac¼a � satisface (LS4) atunci comporta-

mentul asimptotic al solu̧tiei este dat de

u(x) = O(jxj(�N+2+")=(1+
)) când jxj ! 1;

unde 0 < " << 1. Mai mult, ei au ar¼atat c¼a (LS3) este necesar¼a şi su�cient¼a în studiul

solu̧tiilor cu simetrie radial¼a, în sensul c¼a dac¼a a : RN ! (0;1) este o funçtie continu¼a,
cu simetrie radial¼a şi cu proprietateaZ 1

0

ra(r)dr =1;

atunci problema (1:1:1) nu are solu̧tii pozitive cu simetrie radial¼a.

Dup¼a aceste rezultate, Zhang [139] a remarcat c¼a rezultatele de existeņt¼a, ne-existeņt¼a

şi unicitate ob̧tinute de Lair şi Shaker [88] r¼amân adev¼arate sub aceleaşi presupuneri

asupra lui a dar f : (0;1)! (0;1) este o funçtie de clas¼a C1 îndeplinind

(Z1) f 0(s) < 0 şi lims!0+ f(s) =1.

Cîrstea şi R¼adulescu [18] continu¼a studiul existeņtei şi unicit¼a̧tii solu̧tiei problemei

(1:1:1) tot în cazul p = 2 şi arat¼a c¼a problema (1:1:1) admite o unic¼a solu̧tie pozitiv¼a
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

u 2 C2;�loc (RN) în ipotezele c¼a a satisface (LS1)-(LS3) iar funçtia neliniar¼a f : (0;1) !
(0;1) este de clas¼a C1 şi satisface urm¼atoarele propriet¼a̧ti:
(CR1) exist¼a A > 0 astfel încât f (s) � A pentru orice s > 1;

(CR2) lims!1 f(s)=s = 0;

(CR3) exist¼a � > 0 astfel încât s! f(s)
s+�

este strict descresc¼atoare.

Mai mult, ei arat¼a c¼a şi în acest caz condi̧tia (LS3) este necesar¼a şi su�cient¼a.

Sun şi Li [135], pentru p = 2, extinde studiul unicit¼a̧tii, existeņtei şi ne-existeņtei

solu̧tiilor problemei (1:1:1) la funçtii de forma f(u) = u�
 + u� cu 
 > 0 şi � 2 (0; 1)
îmbun¼at¼a̧tind paŗtial rezultatele din [18].

Pentru cazul general în care operatorul clasic � este înlocuit de �p (vezi cartea [76]

pentru de�nirea detaliat¼a a operatorului p-Laplacian), un prim r¼aspuns privind unici-

tatea, existeņta şi ne-existeņta solu̧tiilor problemei (1:1:1) a fost dat de c¼atre Goncalves

şi Santos [66]. Ei au considerat problema (1:1:1) sub ipotezele c¼a a 2 C(RN ;R+) este o
funçtie cu simetrie radial¼a ce satisface

0 <

Z 1

1

r1=(p�1)a1=(p�1)(r)dr <1 dac¼a 1 < p � 2;

0 <

Z 1

1

r
(p�2)N+1

p�1 a(r)dr <1 dac¼a 2 � p <1 ;

iar f 2 C1((0;1); (0;1)) este o funçtie singular¼a în 0 îndeplinind propriet¼a̧tile:

(GS1) s 7�! f(s)=sp�1 este strict descresc¼atoare;

(GS2) lims!1 f(s)=s
p�1 = 0;

(GS3) lim infs!0 f(s) > 0;

ar¼atând c¼a problema (1:1:1) are o solu̧tie cu simetrie radial¼a în C1(RN)\C2(RNnf0g) şi
în plus solu̧tia este unic¼a când exist¼a b > 0 astfel încât s 7�! f(s)=(s+ b)p�1 este strict

descresc¼atoare.

În priviņta existeņtei şi comportamentului asimptotic al solu̧tiilor f¼ar¼a simetrie radial¼a

pentru problema (1:1:1), dar în cazul p = 2, rezultatele precedente sunt îmbun¼at¼a̧tite din

nou de Gongalves şi Santos în referiņta [67]. Ei au generalizat rezultatele predecesorilor

sub presupunerea c¼a funçtia a : RN ! R satisface (LS1)-(LS3) iar funçtia neliniar¼a

f 2 Liploc ((0;1)) îndeplineşte (GS1); (GS2) şi în plus

(GS4) lims!0+ f(s)=s
p�1 =1;

condi̧tii su�ciente pentru existeņta unei solu̧tii pozitive a problemei (1:1:1). Astfel c¼a

este �resc obiectivul propus în introducerea prezentei teze în priviņta problemei (1:1:1).
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Vom considera cazul 1 < p < N , caz motivat de aplica̧tiile practice în care operatorul

p-Laplacian apare, spre exemplu, în teoria �uidelor ne-Newtoniene.

Constanta p reprezint¼a caracteristica mediului. Cazul 1 < p < 2 corespunde �uidelor

pseudoplastice iar cazul p > 2 apare în �uidele dilatante (vezi [47, 49, 121, 129] pentru

mai multe detalii).

Rezultatele principale ob̧tinute în prezentul capitol se aplic¼a clasei de funçtii a :

RN ! R ce satisfac urm¼atoarele propriet¼a̧ti:

(A1) a 2 C0;�loc (RN), unde exponentul � 2 (0; 1);
(A2) a(x) > 0; 8x 2 RN ;
(A3) pentru �(r) = maxjxj=r a(x)Z 1

1

r1=(p�1)�1=(p�1)(r)dr < 1 dac¼a 1 < p � 2;Z 1

1

r
(p�2)N+1

p�1 �(r)dr < 1 dac¼a 2 � p < N ;

şi funçtiilor neliniare f 2 Liploc ((0;1)) ce îndeplinesc urm¼atoarele condi̧tii:

(F1) u 7�! f(u)=up�1 este strict descresc¼atoare pe (0;1);
(F2) lim

u&0
f(u)
up�1 = +1 şi lim

u%1
f(u)
up�1 = 0:

Urm¼atoarea seçtiune are un caracter preliminar şi este necesar¼a abord¼arii rezultatelor

principale ale capitolului.

1.2 Rezultate preliminare

Prezent¼am câteva rezultate privind problema de valori proprii pentru p-Laplacian.

Fie 
 un domeniu m¼arginit din RN cu frontiera @
 su�cient de neted¼a.

De�ni̧tia 1.2.1 Vom spune c¼a � 2 R este o valoare proprie, dac¼a exist¼a o funcţie

u 2 W 1;p(
), u 6= 0, astfel încât s¼a avem u = 0 pe @
 şiZ



jru (x)jp�2ru (x)r� (x) dx = �

Z



ju (x)jp�2 u (x) � (x) dx , (1.2.1)

pentru orice � 2 C10 (
) cu � (x) � 0 8x 2 
.

De�ni̧tia 1.2.2 Funcţia u ce intervine în (1.2.1) se numeşte funcţie proprie asociat¼a

valorii proprii �.

În cazul p = 2, problema (1.2.1) a fost considerat¼a pentru prima dat¼a în anul 1860 de

c¼atre Hermann von Helmholtz şi a f¼acut obiectul studiului unor probleme de acustic¼a.

O prim¼a observa̧tie privind problema (1.2.1) este:
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Remarca 1.2.1 Dac¼a (u; �) este o soluţie a problemei (1.2.1) atunci pentru orice � 2 R
cuplul (�u; �) reprezint¼a de asemenea o soluţie.

Pentru 1 < p < 1 existeņta lui � şi u a fost considerat¼a de c¼atre Garcia Azorero şi

Peral Alonzo [60]. Ei au ar¼atat c¼a exist¼a un şir cresc¼ator de valori proprii strict pozitive

{�k}k�1 astfel încât �k !1 pentru k !1.

Este cunoscut c¼a prima valoare proprie ce intervine în (1.2.1) este

�1 := inf

�R


jrujp dxR


jujp dx

��u 2 W 1;p
0 (
); u 6� 0

�
> 0;

şi c¼a funçtiile proprii asociate lui �1 realizeaz¼a minimumul funçtionalei Euler

J(u) :=
1

p

Z



jrujp � �1
p

Z



jujp :

Se poate consulta spre exemplu cartea lui Jebelean [77].

Lindqvist [99, 100] a ob̧tinut urm¼atoarea caracterizare pentru prima valoare proprie

�1 şi pentru funçtiile proprii asociate ei:

Lema 1.2.1 În orice domeniu m¼arginit 
 al lui RN (N � 2) are loc:

i) �1 este simpl¼a, în sensul c¼a dac¼a u; v sunt funcţii proprii asociate lui �1 atunci

exist¼a o constant¼a c astfel încât u = cv;

ii) funcţiile proprii asociate lui �1 au semn constant, în sensul c¼a u > 0 în 
 sau

u < 0 în 
;

iii) �1 este izolat¼a, în sensul c¼a exist¼a � > 0 astfel ca în intervalul (�1; �1 + �) nu

exist¼a alte funcţii proprii asociate;

iv) funcţia proprie strict pozitiv¼a asociat¼a lui �1 este unic¼a (dup¼a multiplicarea cu

o constant¼a).

Primele rezultate în aceast¼a direçtie au fost ob̧tinute de Anane [4, 5], Barles [11] şi

Sakaguchi [126]. C¼aŗtile lui Peral [118] şi respectiv Gasiński şi Papageorgiou [61] se vor

dovedi utile în studiul problemelor de valori proprii.

Not¼am, în capitol, prin '1 funçtia proprie strict pozitiv¼a corespunz¼atoare valorii

proprii �1 pentru problema (1.2.1). Condi̧tia de regularitate impus¼a frontierei @
 implic¼a:

Lema 1.2.2 (vezi [97]) Dac¼a � := �1 în (1.2.1) atunci exist¼a � 2 (0; 1) astfel încât
'1 2 C1;�(
).

9
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Primul rezultat de C1;��regularitate al funçtiilor proprii corespunz¼atoare lui �1

pentru problema (1.2.1) este datorat lui Barles [11].

În continuare prezent¼am un rezultat de existeņt¼a datorat lui Diaz şi Saà [48] ce

reprezint¼a instrumentul de baz¼a în ob̧tinerea rezultatelor principale.

Lema 1.2.3 Fie 
 � RN (N � 2) un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 su�cient de

neted¼a. Presupunem c¼a g : 
� R+ ! R este astfel încât:

H1) pentru a.p.t. x 2 
; funcţia u 7! g(x; u) este continu¼a pe [0;1) şi funcţia
u 7! g(x; u)=up�1 este descresc¼atoare în (0;1) ;

H2) pentru �ecare u � 0, funcţia x! g(x; u) aparţine lui L1(
) ;

H3) 9C > 0 astfel încât g(x; u) � C(up�1 + 1) a.p.t. x 2 
; 8 u � 0:
În aceste ipoteze, problema8><>:

��pu = g(x; u) {̂n 


u � 0; u 6� 0 {̂n 


u = 0 pe @
 ;

(1:2:2)

are cel mult o soluţie u. Dac¼a, în plus,

a0(x) = lim
r&0

g(x; s)

sp�1
şi a1(x) = lim

r%1

g(x; s)

sp�1
;

sunt astfel încât

�1 < a0(x) � +1 şi �1 � a1(x) < +1

atunci soluţia exist¼a şi u 2 W 1;p
0 (
) \ L1(
). Mai mult u 2 C1;�

�


�
.

Avem nevoie de inegalitatea lui Diaz-Saà [48] care într-o form¼a mai general¼a poate �

consultat¼a în [21].

Lema 1.2.4 Fie 
 o mulţime deschis¼a. Pentru i = 1; 2 �e wi 2 L1(
)\W 1;p(
) astfel

încât wi > 0 a.p.t. în 
, �pw
1=p
i 2 L1(
) şi w1 = w2 pe @
. Dac¼a

wi
wj
2 L1(
); i 6= j; i; j = 1; 2;

atunci Z



 
��pw

1=p
1

w
(p�1)=p
1

+
�pw

1=p
2

w
(p�1)=p
2

!
(w1 � w2) dx � 0:

În cazul p = 2 rezultatele din Lemele 1.2.3, 1.2.4 sunt datorate lui Brezis şi Oswald

[14].

Urm¼atoarea lem¼a a fost dedus¼a de Sakaguchi [126].
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Lema 1.2.5 (vezi şi [118]) Dac¼a 
 este un domeniu m¼arginit în RN(N � 2) cu frontiera
@
 su�cient de neted¼a iar pentru orice � 2 C10 (
) cu � (x) � 0 8x 2 
, funcţia

u 2 C1(
) \W 1;p
0 (
) satisface propriet¼aţile:Z




jru (x)jp�2ru (x)r� (x) dx � 0; u > 0 {̂n 
; u = 0 pe @
;

atunci @u=@n < 0 pe @
.

Pentru p = 2; Lema 1.2.5 a fost ob̧tinut¼a de c¼atre Hopf [73].

Vom folosi în demonstra̧tii principiul tare de maxim al lui Vazquez [134].

Lema 1.2.6 Fie 
 un domeniu al lui RN şi u 2 C1(
) astfel încât �pu 2 L2loc(
), u � 0
a.p.t. în 
, u 6= 0, �pu � �(u) a.p.t. în 
 , � : [0;1)! R este continu¼a, cresc¼atoare,

�(0) = 0 şi exist¼a s > 0 astfel încât �(s) = 0 sau �(s) > 0 pentru orice s > 0 darZ 1

0

(j(S))�1=pdS =1 unde j(S) =
Z S

0

�(t)dt:

În aceste ipoteze, dac¼a u nu este identic zero pe 
 atunci ea este strict pozitiv¼a în 
.

Urm¼atorul rezultat stabileşte regularitatea solu̧tiei determinat¼a în prezentul capitol.

Se reg¼aseşte într-o form¼a mai general¼a în lucrarea autorului DiBenedetto [41]. În aceast¼a

direçtie se pot consulta şi rezultatele ob̧tinute de Tolksdorf [132, 133] şi respectiv Lieber-

man [98].

Lema 1.2.7 Fie N � 2, p 2 (1;1), 
 o mulţime deschis¼a a lui RN şi 
0 o submulţime
a lui 
 astfel încât 
0 � 
. Presupunem c¼a b : RN � R! R este m¼asurabil¼a în x 2 
,
continu¼a în u 2 R şi exist¼a 
 > 0 astfel încât jb(x; u)j � 
. Dac¼a u 2 W 1;p

loc (
) \ L1loc(
)
veri�c¼a Z




jru (x)jp�2ru (x) � r (x) dx =
Z



b (x; u(x)) (x) dx;

pentru orice  2 W 1;p(
) cu supp � 
, atunci jruj 2 L1loc(
) şi pentru orice sub-

mulţime compact¼a K � 
0, exist¼a � 2 (0; 1) şi constantele C0; C1 > 0 depinzând de N ,
p, M = ess sup
0 juj, 
 (M) şi dist(K; @
0); astfel încât

krukL1(K) � C0 şi jru(x)�ru(y)j � C1 jx� yj� ; x; y 2 K. (1:2:3)

Urm¼atoarea lem¼a poate � consultat¼a în [83].
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Lema 1.2.8 Fie 
 un domeniu în RN (N � 2). Atunci pentru orice k 2 N exist¼a

domeniile m¼arginite 
k astfel încât

i) frontiera @
k este de clas¼a C1; ii) 
k � 
k+1 � 
; iii) [
k2N

k = 
:

Suntem în m¼asur¼a s¼a enuņt¼am şi demonstr¼am rezultatele principale din prezentul

capitol referitor la problema (1:1:1). Ele sunt publicate în [29].

1.3 Rezultate principale

Pentru a putea extinde metoda perturb¼arii folosit¼a de Crandall, Rabinowitz şi Tartar

[36], Chabrowski şi König [20], Goncalves, Santos şi Maia [65], Goncalves şi Santos [67]

în cazul studiului nostru este necesar s¼a ob̧tinem urm¼atorul rezultat:

Teorema 1.3.1 Fie " > 0. Dac¼a 
 � RN este un domeniu m¼arginit în RN cu fron-

tiera @
 su�cient de neted¼a, a : RN ! R o funcţie satisf¼acând (A1), (A2) iar f 2
Liploc ((0;1)) îndeplinind propriet¼aţile (F1)-(F2) atunci pentru orice  2 C10 (
) cu

 (x) � 0 problema( R


jru (x)jp�2ru (x) � r (x) dx =

R


a(x)f(u (x) + ") (x) dx;

u > 0 în 
, u = 0 pe @
,
(1:3:1)

are o unic¼a soluţie u" 2 C1;�(
) astfel încât u" > 0 în 
, @u"@n < 0 în 
 şi

i) u" + " � u� + � pentru � > ";

ii) exist¼a c0 := c0;
 > 0 cu c0'1 � u" + " în 
 unde '1 := '1;
 2 C1;�(
) este

funcţia proprie corespunz¼atoare primei valori proprii �1 pentru problema (1.2.1).

Demonstra̧tie: Existenţa şi unicitatea soluţiei. Ar¼at¼am c¼a exist¼a o unic¼a solu̧tie

pentru problema (1:3:1). Pentru aceasta este su�cient s¼a prob¼am c¼a ipotezele formulate

de Diaz-Saà din Lema 1.2.3 sunt îndeplinite.

H1 : Deoarece f 2 Liploc(0;1) şi " > 0, rezult¼a c¼a funçtia u 7! a(x)f(u + �) este

continu¼a în [0;1) iar din

a(x)
f(u+ ")

up�1
= a(x)

f(u+ ")

(u+ ")p�1
� (u+ �)p�1

up�1
;

folosind pozitivitatea lui a şi (F1) deducem c¼a funçtia

u 7�! a(x)
f(u+ ")

up�1

12
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este descresc¼atoare pe (0;1).
H2 : Pentru orice u � 0, deoarece a 2 C0;�(
), ob̧tinem c¼a x 7! a(x)f(u) apaŗtine

lui L1(
).

H3 : Din faptul c¼a

lim
u!1

f(u+ ")

up�1 + 1
= lim

u!1

f(u+ ")

(u+ ")p�1
� (u+ ")p�1

up�1 + 1
= 0

şi f 2 Liploc((0;1)), ob̧tinem c¼a exist¼a C1 > 0 astfel încât

f(u+ ") � C1(u
p�1 + 1) 8 u � 0:

Mai mult,

a(x)f(u+ ") � kakL1(
)C1(up�1 + 1) 8 u � 0;

şi deci C := C1 kakL1(
).
De asemenea, observ¼am c¼a

a0(x) = lim
u&0

a(x)f(u+ ")

up�1
= +1 şi a1(x) = lim

u!+1

a(x)f(u+ ")

up�1
= 0:

În concluzie ipotezele lui Diaz şi Saà sunt îndeplinite, şi în conseciņt¼a conform Lemei

1.2.3 problema (1:3:1) are o unic¼a solu̧tie u" astfel încât u" > 0 în 
 şi u" 2 W 1;p
0 (
) \

L1(
).

În fapt, Diaz şi Saà au demonstrat c¼a solu̧tia u" este un punct critic al

funçtionalei energie

Jp(u" (x)) =

Z



[
1

p
jru" (x)jp �

Z u"(x)

0

a(x)f(s+ ")ds]dx;

adic¼a ea satisfaceZ



jru" (x)jp�2ru" (x) � r (x) dx =
Z



a(x)f(u"(x) + ") (x) dx; (1:3:2)

pentru orice  2 C10 (
) cu  � 0 în 
.
Veri�carea a�rmaţiei @u"

@n
< 0 pe @
. Observ¼am din Lema 1.2.3 c¼a u" 2 C1;�(
)

şi deci Lema 1.2.5 implic¼a @u"
@n

< 0 pe @
. Un argument standard arat¼a c¼a exist¼a o

constant¼a strict pozitiv¼a � astfel încât �d(x) � u"(x) pentru orice x 2 
, unde prin d(x)
se noteaz¼a distaņta de la punctul x la @
 (vezi de exemplu Goncalves şi Santos [68]).

Veri�carea a�rmaţiei i). Consider¼ammuļtimeaB";� = fx 2 
 ju"(x) + " > u�(x) + �g.
Este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a B";� = ?. Pentru a încheia demonstra̧tia, not¼am c¼a B";� � 

este o muļtime deschis¼a şi, în fapt, B";� �� 
.

13
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Presupunem contrariul, c¼a B";� 6= ? şi �e w1 := (u" + ")p şi w2 := (u� + �)p.

Aplicând Lema 1.2.4 avem

0 �
Z
B";�

 
��pw

1=p
1

w
(p�1)=p
1

+
�pw

1=p
2

w
(p�1)=p
2

!
(w1 � w2) dx

=

Z
B";�

�
��p(u" + ")

(u" + ")p�1
+
�p(u� + �)

(u� + �)p�1

�
[(u" + ")p � (u� + �)p] dx (1:3:3)

=

Z
B";�

a(x)

�
f(u" + ")

(u" + ")p�1
� f(u� + �)

(u� + �)p�1

�
[(u" + ")p � (u� + �)p] dx < 0;

fapt ce reprezint¼a o contradiçtie, datorat¼a lui (F1). Aceasta demonstreaz¼a i).

Veri�carea a�rmaţiei ii). Fie c > 0 un parametru real şi muļtimea Bc;" := fx 2

 jc'1(x) > u"(x) + "g.

Este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a exist¼a c0 > 0 astfel încât Bc0;" = ?. Desigur, Bc;" � 


este deschis şi, în fapt, Bc;" �� 
.

Alegem w1 = (c'1)
p şi w2 := (u" + ")p în Lema 1.2.4. Din (F1) g¼asim, estimând ca

în (1:3:3) c¼a

0 �
Z
Bc;"

 
�1 � a(x)

f(c k'1kL1
c k'1k

p�1
L1

!
[(c'1)

p � (u" + ")p] dx: (1:3:4)

Din (F2) propriet¼a̧tile lui �1 şi '1, enuņtate pentru problema (1.2.1), deducem c¼a exist¼a

o constant¼a pozitiv¼a c0 := c0;
 (care nu depinde de ") astfel încât

�1 � a(x)
f(c k'1kL1)
(c k'1kL1)p�1

< 0:

Aceast¼a inegalitate, (1:3:4) şi de�ni̧tia lui Bc;" arat¼a c¼a Bc0;" = ?.

Demonstra̧tia Teoremei 1.3.1 este complet¼a.

Suntem în m¼asur¼a s¼a studiem direct problema (1:1:1).

Teorema 1.3.2 Dac¼a a : RN ! R este o funcţie satisf¼acând (A1)-(A3) iar f 2
Liploc ((0;1)) îndeplinind propriet¼aţile (F1)-(F2) atunci problema (1:1:1) are cel puţin
o soluţie u 2 C1(RN). În plus, dac¼a exist¼a � 2 (p;N) astfel încât

lim
jxj!1

jxj�=(p�1)�1=(p�1)(jxj) <1; (1:3:5)

atunci

u(x)p[f(u(x)=4)2p�1 + 1]�1=(p�1) = O(jxj
p��
p�1 ) când jxj ! 1. (1:3:6)
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Demonstra̧tie: Alegem un întreg k � 1. Not¼am prin Bk bila de raz¼a k şi centru

0. Cum Bk este o bil¼a rezult¼a c¼a exist¼a muļtimile m¼arginite 
i cu frontiera de clas¼a C1

(su�cient de neted¼a) astfel încât


i � 
i+1 � Bk pentru orice i 2 N şi Bk = [1i=1
i.

Punem " = 1=n, un := u1=n şi 
 := Bk în (1:3:1). Conform Teoremei 1.3.1 exist¼a o unic¼a

solu̧tie un 2 C1;�
�

i
�
a lui (1:3:1) astfel încâtZ


i

jrun (x)jp�2run (x) � r� (x) dx =

Z

i

a(x)f(un (x) +
1

n
)� (x) dx;

un > 0 în 
i; (1.3.7)

un = 0 pe @
i;

pentru orice � 2 C10 (
i), � � 0 în 
i şi supp(�)� 
i.

Din Lema 1.2.7 vedem c¼a exist¼a � 2 (0; 1) şi constantele C0, C1 > 0 astfel încât

jrun(x)jL1 � C0 şi jrun(x)�run(y)j � C jx� yj� ; x; y 2 
i i = 1; 2; :::

Atunci şirul fung este m¼arginit în C1;�(
1). Deoarece, scufundarea

a lui C1;�(
1) în C1(
1);

este compact¼a exist¼a un subşir al lui fung notat prin fun1;j1 gj=1;2;::: cu n1j ! 1 pentru

j !1 astfel încât

u
n1;j
1

n1j!1! u1 în C1(
1) şi u1 > 0 în 
1,

respectiv ��run1;j1

��p�2run1;j1

n1j!1�! jru1jp�2ru1 în C(
1).

Avem din teorema convergeņtei dominate (vezi cartea lui Niculescu [113] ori Micu [109])

c¼a Z

1

��run1;j1

��p�2run1;j1 r'(x)dx n1;j!1!
Z

1

jru1jp�2ru1r'(x)dx;

şi Z

1

a(x)f(u
n1;j
1 + 1=n1;j)'dx

n1;j!1!
Z

1

a(x)f(u1)'dx.

Atunci Z

1

jru1jp�2ru1r'(x)dx =
Z

1

a(x)f(u1)'dx, u1 > 0 în 
1: (1.3.8)
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Cum şirul fun1;j1 gj=1;2;::: este m¼arginit g¼asim un subşir al s¼au fun2;j2 gj=1;2;::: astfel încât

u
n2;j
2

n2j!1! u2 în C1(
2) şi u2 > 0 în 
2,

respectiv ��run2;j2

��p�2run2;j2

n2j!1�! jru2jp�2ru2 în C(
2).

În acelaşi mod ca în (1.3.8) vedem c¼aZ

2

jru2jp�2ru2r'(x)dx =
Z

2

a(x)f(u2)'dx, u2 > 0 în 
2.

Remarc¼am c¼a deoarece şirul fun2;j2 gj=1;2;::: este un subşir al lui fun1;j1 gj=1;2;::: avem u2j
1 =

u1.

Procedând inductiv, ob̧tinem şirul funi;ji gj=1;2;::: astfel încât

u
ni;j
i

nij!1! ui în C1(
i) şi ui > 0 în 
i;

respectiv ��runi;ji

��p�2runi;ji

nij!1�! jruijp�2rui în C(
i).

Cum funi;ji gj=1;2;::: este un subşir al şirului fu
n(i�1);j
i�1 gj=1;2;::: avem uij
i�1

= ui�1 şi ui

veri�c¼a Z

i

jrui (x)jp�2rui (x) � r� (x) dx =
Z

i

a(x)f(ui (x))� (x) dx: (1:3:9)

Observ¼am c¼a ui satisface ecua̧tia (1:3:9) pentru orice i şi cum Bk = [1i=1
i ob̧tinem c¼a

ui este o solu̧tie pentru (1:3:9) în Bk. Fie uk : Bk ! (0;1) de�nit¼a prin uk(x) := ui(x)

pentru x 2 
i. Atunci uk 2 C1(Bk) \ L1 (Bk), uk(x) > 0 în Bk şi
iii) u

ni;j
i

ni;j!1! uk în Bk;

iv) uk � c0;k'1 în Bk unde '1 := '1;Bk .

În plus uk satisfaceZ
Bk

��ruk (x)��p�2ruk (x) � r� (x) dx = Z
Bk

a(x)f(uk (x))� (x) dx; uk > 0 în Bk.

(1:3:10)

Extindem uk, cu zero, în afara lui Bk şi demonstr¼am c¼a

0 < uk � uk+1 în RN . (1:3:11)

Inegalitatea uk > 0 în RN rezult¼a din Lema 1.2.6 sau aplicând proprietatea iv) a şirului

uk. Pentru a demonstra cea de-a doua inegalitate, consider¼am submuļtimea deschis¼a a

lui RN

Bk;k+1 = fx 2 RN
��uk(x) > uk+1(x)g �� Bk.
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Alegând w1 := (uk)p şi w2 := (uk+1)p în Lema 1.2.4 ob̧tinem

0 �
Z
Bk;k+1

 
��pw

1=p
1

w
(p�1)=p
1

+
�pw

1=p
2

w
(p�1)=p
2

!
(w1 � w2)dx

=

Z
Bk;k+1

�
��pu

k

(uk)p�1
+

�pu
k+1

(uk+1)p�1

�
[(uk)p � (uk+1)p]dx (1:3:12)

=

Z
Bk;k+1

a(x)

�
f(uk)

(uk)p�1
� f(uk+1)

(uk+1)p�1

�
[(uk)p � (uk+1)p]dx < 0;

fapt care este imposibil.

Deci uk � uk+1 în Bk. Aceast¼a inegalitate continu¼a s¼a aib¼a loc în Bk+1nBk deoarece

uk = 0 în Bk+1nBk şi uk+1 > 0 în Bk+1nBk. (1.3.13)

Pân¼a în acest moment cunoaştem c¼a exist¼a u(x) := limk!1 u
k(x) pentru orice x 2 RN .

În pasul urm¼ator justi�c¼am existeņta unei funçtii v : RN ! (0;1), cu propriet¼a̧tile:

v 2 C1(RN) \ C2(RNnf0g) şi uk � v în RN :

Pentru început construim o funçtie continu¼a, m¼arginit¼a, pozitiv¼a şi cu simetrie radial¼a

w 2 C1(RN) \ C2(RNnf0g) (1.3.14)

astfel încât 8><>:
��pw = �(r); (r = jxj) în RN

w (r) > 0 8r > 0;
w(r)! 0 când r !1:

Se cunoaşte din rezultatele autorilor Goncalves şi Santos [66] c¼a

w(r) := K �
Z r

0

h
�1�N

Z �

0

�N�1�(�)d�
i1=(p�1)

d�; r > 0; (1:3:15)

unde

K :=

Z +1

0

h
�1�N

Z �

0

�N�1�(�)d�
i1=(p�1)

d� <1;

este funçtia c¼autat¼a. În pasul urm¼ator construim funçtia v. Pentru aceasta consider¼am

f(y) =
�
f(y) + 1

� 1
p�1 ; y > 0 (1:3:16)

unde

f(y) =
ypZ y

0

tp�1

f(t)
dt

:
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Not¼am c¼a funçtia f veri�c¼a urm¼atoarele propriet¼a̧ti:

(F10) f(y) � f 1=(p�1)(y); y 7! f(y)=yp�1 este descresc¼atoare pe (0;1);
(F20) limy&0 f(y)=y =1 şi limy%1 f(y)=y = 0:

Demonstr¼am în cele ce urmeaz¼a c¼a putem alege funçtia v astfel încât

w(r) =
1

C

Z v(r)

0

tp�1=f(t) dt;

unde C este o constant¼a pozitiv¼a aleas¼a satisf¼acând inegalitatea

KC �
Z C1=(p�1)

0

tp�1=f(t) dt:

Pentru început, ar¼at¼am c¼a putem g¼asi C > 0 cu aceast¼a proprietate.

Din ipoteza (F2�) ob̧tinem c¼a

lim
x!+1

Z x

0

tp�1

f(t)
dt = +1:

Acum folosind regula lui L�Hôpital avem

lim
x!1

1

xp�1

Z x

0

tp�1

f(t)
dt = lim

x!1

x

(p� 1)f(x)
= +1:

Aceasta înseamn¼a c¼a exist¼a x1 > 0 astfel încâtZ x

0

tp�1

f(t)
dt � Kxp�1;

pentru to̧ti x � x1. Rezult¼a c¼a pentru orice C � x1,

KC �
Z C1=(p�1)

0

tp�1

f(t)
dt:

Pe de alt¼a parte funçtia � : [0;1)! [0;1) de�nit¼a prin rela̧tia

� (s) :=

Z s

0

tp�1=f(t) dt;

este bijectiv¼a şi � (0) = 0 fapt ce determin¼a existeņta funçtiei v : RN ! (0;1) de�nit¼a
implicit prin

v (r) := ��1 (w(r) � C) ;

unde ��1 este inversa funçtiei �.

Cum w este o funçtie descresc¼atoare, rezult¼a c¼a şi v este de asemenea descresc¼atoare

(vezi (1:3:19)). AtunciZ v(r)

0

tp�1

f(t)
dt �

Z v(0)

0

tp�1

f(t)
dt = C � w(0) = C �K �

Z C1=(p�1)

0

tp�1

f(t)
dt: (1:3:17)
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Din rela̧tia (1:3:17) ob̧tinem v(r) � C1=(p�1) oricare ar �r > 0. Pe de alt¼a parte w(r)! 0

pentru r ! +1 implic¼a

v(r)! 0 când r ! +1: (1:3:18)

În continuare evalu¼am �pw. Din alegerea lui v avem

rw = 1

C
� v

p�1

f(v)
rv (1:3:19)

şi

�w =
1

C
� v

p�1

f(v)
�v +

1

C

"
@

@v

 
vp�1

f(v)

!#2
: (1:3:20)

Folosind rela̧tiile (1:3:19) şi (1:3:20) ob̧tinem dup¼a calcule

�pw =
1

Cp�1

 
vp�1

f(v)

!p�1
�pv + (p� 1)

1

Cp�1
jrvjp

 
vp�1

f(v)

!p�2
@

@v

 
vp�1

f(v)

!
: (1:3:21)

Acum, folosind (1:3:21) şi faptul c¼a y 7! f(y)=yp�1 este funçtie strict descresc¼atoare pe

(0;+1) rezult¼a

�pv � Cp�1

 
f(v)

vp�1

!p�1
�pw = �Cp�1

 
f(v)

vp�1

!p�1
�(r) � �f(v)�(r): (1:3:22)

Pentru a demonstra c¼a uk � v în RN , consider¼am Bk;v := fx 2 RN
��uk(x) > v(x)g şi

presupunem, prin absurd, c¼a Bk;v 6= ?.
Aplicând inegalitatea lui Diaz-Saà cu w1 := (uk)p respectiv w2 := vp şi estimând ca

în (1:3:12) ob̧tinem

0 �
Z
Bk;v

 
��pw

1=p
1

w
(p�1)=p
1

+
�pw

1=p
2

w
(p�1)=p
2

!
(w1 � w2)dx

=

Z
Bk;v

a(x)

�
f(uk)

(uk)p�1
� f(v)

vp�1

�
[(uk)p � vp]dx < 0;

şi deci o contradiçtie. Atunci Bk;v = ? şi

uk � v în RN : (1.3.23)

Acum, ca o conseciņt¼a a lui (1:3:11) şi (1.3.23), uk
k!1! u (punctual) în RN . Din

monotonia şirului de funçtii fukg deducem c¼a u > 0 în RN iar din (1:3:18) şi (1.3.23)

ob̧tinem u(x)! 0 când jxj ! 1.
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R¼amâne s¼a ar¼at¼am c¼a u este solu̧tia problemei (1:1:1). Pentru aceasta consider¼am

muļtimea O �� Bk, în sensul c¼a O � Bk şi O compact¼a. Fie � 2 C10 (O) cu � � 0 şi

supp� � O �� Bk. Deoarece u 2 C1 (Bk) \ L1 (Bk), a este continu¼a Hölder iar f este
local Lipschitz continu¼a, rezult¼a

a(x)f(uk (x))
k!1! a(x)f(u (x)) pentru orice x 2 O;

mai mult exist¼a C3; C4 > 0 astfel încât��a(x)f(uk)� a(x)f(u)
�� j�j � ka(x)kL1(O) ��uk � u

�� j�j � C3 jC4 � uj j�j 2 L1(O):
(1:3:24)

Rela̧tia (1:3:24) ne permite s¼a aplic¼am teorema convergeņtei dominate pentru a ob̧tine

lim
k!1

Z
O

��a(x)f(uk)� a(x)f(u)
�� j� (x)j dx = Z

O

lim
k!1

��a(x)f(uk)� a(x)f(u)
�� j� (x)j dx = 0;

fapt ce demonstreaz¼aZ
O

a(x)f(uk (x))� (x) dx
k!1!

Z
O

a(x)f(u (x))� (x) dx: (1:3:25)

Din Lema 1.2.7 avem
��ruk��p�1 jr�j � Cp�100 jr�j în O unde C00 := maxx2O

��ruk��.
Folosind acum şi faptul c¼a funçtia t! jtjp�2 t este continu¼a rezult¼aZ

O

��ruk��p�2ru � r�dx k!1!
Z
O

jrujp�2ru � r�dx: (1:3:26)

Combinând (1:3:25) şi (1:3:26) ob̧tinem trecând la limit¼a dup¼a k !1 în (1:3:10) c¼aZ
O

jru (x)jp�2ru (x) � r� (x) dx =
Z
O

a(x)f(u (x))� (x) dx:

Cum RN :=
1
[
k=1

Bk concludem c¼a, pentru orice ' 2 C10 (RN) cu ' � 0 în RN şi suport
compact � O, funçtia u (x) := limk!1 u

k (x), satisface (1:1:2) şi deci (1:1:1) în sens de

distribu̧tii.

Pentru a stabili (1:3:6), din demonstra̧tia de mai sus avem

w(r) =
1

C

Z v(r)

0

tp�1=f(t) dt � 1

C

Z v(r)

v(r)=2

tp�1=f(t) dt :=
1

C

Z v(r)

v(r)=2

h1(t) dt;

unde

h1(t) :=
tp�1

f(t)
; t > 0:
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Folosind (F1�), (F2�) şi de�ni̧tia lui f(t) g¼asim c¼a

w(r) � 1

C
h1(v(r)=2)(v(r)=2)

� 1

C

�
1

2

�p=(p�1)�
v(r)

2

�p
1

[f(v(r)=4)(1 + 1=f(v(r)=2))]1=(p�1)
.

Dar uzând de condi̧tia (F1) ob̧tinem

w(r) � 1

C

�
1

2

�p=(p�1)�
v(r)

4

�p
2p+1

[f(v(r)=4)2p�1 + 1]1=(p�1)
. (1:3:27)

Din (1:3:27), (F1) şi faptul c¼a u � v g¼asim

u(r)p

[f(u(r)=4)2p�1 + 1]1=(p�1)
� C � 2[(p�1)2+p]=(p�1)w(r). (1:3:28)

Pe de alt¼a parte, folosind argumentele (1:3:15) observ¼am c¼a

lim
r!1

w(r)

r(p��)=(p�1)
=

p� 1
p� �

lim
r!1

w0(r)

r(1��)=(p�1)

=
p� 1
�� p

lim
r!1

�Z r

0

�N�1'(�)d�=rN��
�1=(p�1)

=
p� 1
�� p

lim
r!1

[jxj� '(jxj)]1=(p�1) <1.

Rezultatul atrage

w(jxj) = O(jxj(p��)=(p�1)) când jxj ! 1:

Deci, (1:3:6) rezult¼a din argumentele de mai sus şi (1:3:28).

Remarca 1.3.1 Teoremele enunţate se aplic¼a clasei de funcţii u�
 + u� respectiv u�


unde 
 > 0, 0 < � < p� 1 considerate în [84, 88, 95, 127, 135].

Remarca 1.3.2 Tehnica demonstraţiei se poate aplica problemei mai generale8><>:
��pu = a(x)f1(u) + b(x)f2(u) în RN ,
u > 0 în RN ,
u(x)! 0 când jxj ! 1

unde f1 + f2 şi a+ b satisfac condiţiile Teoremei 1.3.2. Alegând

�(r) = max
jxj=r

a(x) + max
jxj=r

b(x)

în A3), relaţia (1:3:6) devine

u(x)p[f1(u(x)=4)2
p�1 + f2(u(x)=4)2

p�1 + 1]�1=(p�1) = O(jxj
p��
p�1 ) când jxj ! 1.
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Remarca 1.3.3 Dac¼a f(u) = u�
; 
 > 0; atunci este su�cient s¼a alegem f(y) =�
f(y)

�1=(p�1)
în locul lui (1:3:16) şi s¼a efectu¼am aceleaşi calcule pentru a obţine o super-

soluţie a problemei (1:1:1) de forma

v(r) :=
�
C(
 + p)1=(p�1)(p2 � p+ 
)(p� 1)�1w(r)

�(p�1)=(p2�p+
)
unde C :=

�
(
 + p)1=(p�1)(p2 � p+ 
)(p� 1)�1K

�(p�1)2=(p�1+
)
.

1.4 Comentarii

În acest capitol am demonstrat existeņta a cel pu̧tin o solu̧tie pentru problema

cvasiliniar¼a (1:1:1). Mai mult am stabilit comportamentul asimptotic al solu̧tiei lui

(1:1:1) sub anumite restriçtii. Când p 6= 2, problema apare în teoria �uidelor ne-

Newtoniene, deci exist¼a un interes crescut în studierea existeņtei solu̧tiilor lui (1:1:1).

Meņtion¼am c¼a dup¼a ce rezultatele prezentului capitol au fost publicate, autorii Xiao-

juan Chai, Weisheng Niu şi Peihao Zhao [22] respectiv Jose Valdo Goncalves şi Fernando

Kennedy da Silva [69] au îmbun¼at¼a̧tit rezultatele de existeņt¼a a solu̧tiilor ob̧tinute de noi

în cazul problemei (1:1:1), dar uzând şi de argumente introduse în acest capitol. Vom

ob̧tine şi noi în Capitolele 4 şi 5, pentru probleme mai generale, dar când în discu̧tie

este luat operatorul laplacian clasic, c¼a ipoteza (F2) nu este neap¼arat necesar¼a ci doar

su�cient¼a.

O întrebare care ne-o punem este dac¼a condi̧tiile (A3) sunt neap¼arat necesare pentru

studiul solu̧tiilor f¼ar¼a simetrie radial¼a. Un r¼aspuns în aceast¼a direçtie a fost dat de

Siegfried Carl şi Kanishka Perera în lucrarea [15] unde problem¼a similar¼a lui (1:1:1) este

considerat¼a f¼ar¼a condi̧tii la limit¼a. În priviņta solu̧tiilor cu simetrie radial¼a va � dat un

r¼aspuns în Capitolul 2.

În abordarea problemei (1:1:1) am acordat mult¼a ateņtie şi referiņtelor [10, 79].
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Capitolul 2

Rezultate de ne-existeņt¼a a
solu̧tiilor pentru o problem¼a
cvasiliniar¼a de tip Lane, Emden şi
Fowler cu neliniaritatea depinzând
de termenul gradient

2.1 Introducere

Fie p 2 (1;1) şi f : (0;1)! (0;1) o funçtie de clas¼a C1 îndeplinind

(F1) lim
u&0

f(u)

up�1
= +1 şi (F2) lim

u%1

f(u)

up�1
= 0;

iar g : [0;1) �! [0;1) o funçtie local Hölder continu¼a de exponent � 2 (0; 1) cu

propriet¼a̧tile

(G1) lim
u&0

g(u)

up�1
= +1 şi (G2) lim

u%1

g(u)

up�1
= 0:

În acest capitol vom studia ne-existeņta solu̧tiilor cu simetrie radial¼a pentru problema8><>:
��pu (r) = a(r)[f(u(r)) + g(u(r)) + jru(r)jq] x 2 RN , r := jxj ;
u(r) > 0 în RN ,
u(r)! 0 când r !1,

(2.1.1)

unde q 2 R+, N > 2, 1 < p < N iar a : RN ! (0;1) este o funçtie continu¼a şi cu
simetrie radial¼a îndeplinind

Z 1

0

r1=(p�1)a1=(p�1)(r)dr = 1 pentru p 2 [2; N) (2.1.2)Z 1

0

r
(p�2)N+1

p�1 a(r)dr = 1 pentru p 2 (1; 2] : (2.1.3)
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Aşa cum am v¼azut în Capitolul 1 autorii Cîrstea şi R¼adulescu [18] respectiv Lair şi

Shaker [88] au studiat ne-existeņta solu̧tiei în cazul problemei (1:1:1). Observ¼am uşor

c¼a rezultatele lor se pot extinde în aceeaşi manier¼a la problema (2.1.1). R¼amâne astfel

întrebarea dac¼a rezultatul din [18], [88] poate � ob̧tinut şi în cazul unei clase de funçtii

mai generale. Vom demonstra c¼a nu mai este necesar¼a condi̧tia de monotonie asupra lui

f sau s 7! f (s) =s impus¼a în [18], [88] pentru stabilirea ne-existeņtei solu̧tiilor.

Considerat¼a în abseņta termenului gradient, în cazul 1 < p < N şi pentru condi̧tii

mai restrictive ca în acest capitol, am v¼azut tot în Capitolul 1 c¼a Goncalves şi Santos [66]

au ob̧tinut pentru problema (2.1.1) rezultate de existeņt¼a a solu̧tiilor cu simetrie radial¼a.

În acest capitol vom stabili condi̧tii su�ciente pentru ne-existeņta solu̧tiilor cu simetrie

radial¼a a problemei (2.1.1) în cazul când f 2 C1 ((0;1); (0;1)) este o funçtie singular¼a
în 0. Cazul când f nu este singular¼a în zero este tratat de Goncalves şi Silva [70].

2.2 Rezultate preliminare

În urm¼atoarea lem¼a stabilim condi̧tii echivalente lui (F1)-(F2) în situa̧tia în care f

este singular¼a în 0.

Lema 2.2.1 Dac¼a f : (0;1)! (0;1) este o funcţie continu¼a atunci urm¼atoarele a�r-
maţii sunt echivalente:

i) lim
s&0

f(s) =1 şi lim
s%1

f(s)
sp�1 = 0;

ii) exist¼a " > 0 astfel încât lim
s&0

f(s)
(s+")p�1 =1 şi lim

s%1
f(s)

(s+")p�1 = 0:

Demonstra̧tie: i)=)ii) Observ¼am c¼a

lim
s&0

f(s)

(s+ ")p�1
= +1 deoarece lim

s&0
f(s) = +1

şi

lim
s%1

f(s)

(s+ ")p�1
= lim

s%1

f(s)

sp�1
sp�1

(s+ ")p�1
= 0:

ii)=)i) Vom proceda ca în prima implica̧tie, adic¼a

lim
s&0

f(s) = lim
s&0

f(s)

(s+ ")p�1
(s+ ")p�1 = +1

şi

lim
s%1

f(s)

sp�1
= lim

s%1

f(s)

(s+ ")p�1
(s+ ")p�1

sp�1
= 0:
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

Urm¼atoarele leme sunt un instrument util atât în demonstrarea existeņtei solu̧tiilor

cât şi ne-existeņtei solu̧tiilor problemei (2.1.1). Not¼am c¼a ele sunt într-o form¼a mai

general¼a decât cele reg¼asite în referiņtele lui Feng şi Liu [56] şi Zhang [140]. Vor �

utilizate aici în forma descoperit¼a.

Primul rezultat, folositor în Capitolul 3, îl introducem aici datorit¼a leg¼aturii lui cu

rezultatul ce-l precede.

Lema 2.2.2 Fie " � 0. Dac¼a f 2 C1((0;1); (0;1)) şi una dintre condiţiile i) sau ii)
din Lema 2.2.1 este îndeplinit¼a, atunci exist¼a funcţia f

" 2 C1((0;1); (0;1)) astfel încât
(1) f

"
este descresc¼atoare pe (0;1) şi f(s)

(s+")p�1 � f
"
(s), 8s > 0;

(2) lims!1 f
"
(s) = 0 şi lims!+0 f

"
(s) =1.

Demonstra̧tie: Datorit¼a Lemei 2.2.1 putem de�ni

f
"
(s) = sup

t�s>0

f(t)

(t+ ")p�1
:

Observ¼am c¼a

f
"
(s) � f(t)

(t+ ")p�1
8s > 0 şi t � s; (2.2.1)

şi c¼a f
"
(s) sunt funçtii descresc¼atoare pe (0;1).

Folosind rela̧tia (2.2.1) şi faptul c¼a

lim
s&0

f(s)

(s+ ")p�1
=1

ob̧tinem lim
s&0

f
"
(s) =1.

Pe de alt¼a parte folosind faptul c¼a f
"
(s) sunt funçtii descresc¼atoare în (0;1) ob̧tinem

pentru

0 < s1 � s2 <1

c¼a f
"
(s1) � f

"
(s2). Vom ar¼ata c¼a f

"
(s)

s!1! 0. Într-adev¼ar, consider¼am un şir sn
n!1! 1

şi not¼am c¼a

f
"
(sn) = sup

t�sn

f(t)

(t+ ")p�1
:

Acum, pentru orice n 2 Nnf0g exist¼a tn � sn astfel încât

f
"
(sn)�

1

n
� f(tn)

(tn + ")p�1
� f

"
(sn).

Deoarece f
"
(sn) este descresc¼atoare şi m¼arginit¼a avem

lim
n!1

f
"
(sn) � lim

n!1

f(tn)

(tn + ")p�1
� lim

n!1
f
"
(sn).
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Dar

lim
s!1

f(s)

(s+ ")p�1
= 0

şi deci lims!1 f
"
(s) = 0.

Un rezumat al celor de mai sus stabileşte

lim
s!1

f
"
(s) = 0 şi lim

s!+0
f
"
(s) =1:

Mai mult, putem presupune c¼a f
" 2 C1 ((0;1); (0;1)). În contrar, putem înlocui aceste

funçtii prin

f
"
(s) =

2

s

sZ
s=2

f
"
(t)dt; s > 0:

Desigur f
"
(s) � f

"
(s) � f

"
(s=2) pentru orice s > 0 şi

[f
"
(s)]0 =

2

s

�
f
"
(s)� 1

2
f
"
(s=2)

�
� 2

s2

Z s

s=2

f
"
(t)dt

� 2

s

�
f
"
(s)� 1

2
f
"
(s=2)

�
� 2

s2
s

2
f
"
(s)

=
1

s

h
f
"
(s)� f

"
(s=2)

i
� 0;

respectiv

f
"
(s) 2 C1((0;1); (0;1)); " � 0

sunt funçtii descresc¼atoare.

Lema 2.2.3 Fie " � 0. Dac¼a f 2 C1((0;1); (0;1)) şi una dintre condiţiile i) sau ii)
din Lema 2.2.1 este îndeplinit¼a, atunci exist¼a funcţia f

"
2 C1((0;1); (0;1)) astfel încât

(1) f
"
este descresc¼atoare în (0;1) şi f

"
(s) � f(s)

(s+")p�1 , 8s > 0;
(2) lims!1 f "(s) = 0 şi lims!+0 f "(s) =1.

Demonstra̧tie: Datorit¼a Lemei 2.2.1 putem de�ni

f
"
(s) = inf

s�t>0

f(t)

(t+ ")p�1
:

Observ¼am c¼a

0 < f
"
(s) � f(s)

(s+ ")p�1
;8s > 0; s � t;

şi c¼a f
"
(s) este o funçtie descresc¼atoare în (0;1). Urmând acelaşi ra̧tionament ca în

Lema 2.2.2 avem

lim
s!1

f
"
(s) = 0 şi lim

s!+0
f
"
(s) =1.
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Mai mult, putem presupune c¼a f
"
2 C1 ((0;1); (0;1)). În caz contrar, putem s¼a în-

locuim aceast¼a funçtie prin

f 1
"
(s) =

s+1Z
s

f
"
(t)dt; s > 0:

Evident,

f
"
(s+ 1) � f 1

"
(s) � f

"
(s)

şi

[f 1
"
(s)]0 = f

"
(s+ 1)� f

"
(s) � 0;8s > 0

respectiv

f 1
"
(s) 2 C1((0;1); (0;1)); " � 0;

sunt funçtii descresc¼atoare.

Urm¼atorul rezultat este cunoscut. El poate �consultat în lucr¼arile lui Hardy [72] sau

Borsuk [13].

Lema 2.2.4 Dac¼a p > 1 şi j(x) � 0 atunci
1Z
0

0@1
t

tZ
0

j(x)dx

1Ap

dt �
�

p

p� 1

�p 1Z
0

[j(t)]pdt:

Folosind inegalitatea lui Jensen şi faptul c¼a h(x) = xi este o funçtie concav¼a pentru

0 < i � 1 şi convex¼a pentru 1 � i < +1; ob̧tinem:

Lema 2.2.5 Dac¼a j : I � R! R este o funcţie local integrabil¼a pozitiv¼a, atunci�
1

t

Z t

0

j(x)dx

�h
� (resp: �)1

t

Z t

0

jh(x)dx

pentru orice t 2 I, 0 < t şi 1 � h < +1 (respectiv 0 < h � 1).

În demonstrarea rezultatelor principale vom mai utiliza urm¼atoarea:

Lema 2.2.6 Dac¼a a : RN ! (0;1) este o funcţie continu¼a şi cu simetrie radial¼a ce
satisface Z 1

0

r1=(p�1)a1=(p�1)(r)dr < 1 pentru p 2 (1; 2] ; (2.2.2)Z 1

0

r
(p�2)N+1

p�1 a(r)dr < 1 pentru p 2 [2; N) ; (2.2.3)

atunci

K :=

Z +1

0

�
�1�N

Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� <1:
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Demonstra̧tie: Cazul 1. 1 < p � 2.

Deoarece în acest caz avem

1 � 1

p� 1 <1;

putem aplica inegalitatea lui Hardy, Lema 2.2.4, (sau Lema 2.2.5 pentru a g¼asi o alt¼a

estimare) şi ob̧tinem

Z +1

0

�
�1�N

Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� =

Z +1

0

��
N�1
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d�

�
"

1

p� 1 �
�
N � 1
p� 1 � 1

��1#1=(p�1) Z +1

0

��
N�1
p�1
�
��N�1a(�)

�1=(p�1)
d�

=

�
1

N � p

� 1
p�1
Z +1

0

�1=(p�1)a1=(p�1)(�)d� <1. (2.2.4)

Cazul 2. 2 � p < N .

Cum 1 � p� 1, ob̧tinem c¼a

1 � 1

p� 1 > 0:

Distingem dou¼a cazuri Z �

0

�N�1a(�)d� < 1 pentru orice � > 0;

sau

exist¼a �0 > 0 astfel încât
Z �0

0

�N�1a(�)d� = 1:

În primul caz �Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
< 1;

deci Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� �

Z r

0

�
1�N
p�1 d�;

este �nit când r !1 şi N > p. În cel de-al doilea caz,�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
�
Z �

0

�N�1a(�)d�; (2.2.5)

pentru � � �0. Integrând rela̧tia (2.2.5) de la 0 la r g¼asimZ r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� �

Z r

0

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d� : (2.2.6)
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Folosind teorema de integrare prin p¼aŗti în (2.2.6) avemZ r

0

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d�

= � p� 1
N � p

Z r

0

d

d�
�
p�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d� (2.2.7)

=
p� 1
N � p

�
�r

p�N
p�1

Z r

0

�N�1a(�)d� +

Z r

0

�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d�

�
:

Utilizând regula lui L�Hôpital în (2.2.7), concludem

lim
r!1

�
�r

p�N
p�1

Z r

0

�N�1a(�)d� +

Z r

0

�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d�

�
= lim

r!1

�
R r
0
�N�1a(�)d� + r

N�p
p�1
R r
0
�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d�

r
N�p
p�1

= lim
r!1

Z r

0

�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d� =

Z 1

0

�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d� <1:

fapt ce încheie demonstra̧tia lemei.

Rezultatele principale ale acestui capitol sunt publicate în referiņtele [26], [30] şi sunt:

2.3 Rezultate principale

Teorema 2.3.1 Presupunem c¼a f 2 C1((0;1); (0;1)) este o funcţie singular¼a în 0 în-
deplinind (F1)-(F2) iar g : [0;1) �! [0;1) o funcţie local Hölder continu¼a de exponent
� 2 (0; 1) satisf¼acând (G1)-(G2). Dac¼a în plus a : RN ! (0;1) este o funcţie continu¼a,
cu simetrie radial¼a şi cu proprietatea (2.1.2) atunci problema (2.1.1) nu are soluţii cu

simetrie radial¼a.

Demonstra̧tie: Presupunem c¼a (2.1.1) are o astfel de solu̧tie u(r). Atunci ea veri�c¼a

(rN�1 ju0jp�2 u0(r))0 = �rN�1a(r)[f(u(r)) + g(u(r)) + jru(r)jq];

sau, echivalent

(rN�1 ju0jp�2 u0(r))0 � �rN�1a(r)[f(u(r)) + g(u(r))]:

Integrând aceast¼a expresie de la 0 la r, avem

ju0jp�2 u0 � �r1�N
Z r

0

�N�1[f(u(�)) + g(u(�))]a(�)d�;

fapt din care rezult¼a c¼a u0(r) < 0 oricare ar � r > 0.
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Introducem funçtia auxiliar¼a ln(u(r)+ 1) := u(r) > 0 pentru orice r > 0 şi observ¼am

c¼a

�pu(r) =
�pu(r)

(u(r) + 1)p�1
� (p� 1) jru(r)j

p

(u(r) + 1)p
;

rela̧tie din care se ob̧tine c¼a u(r) satisface

� [f(u(r)) + g(u(r))]a(r)
(u(r) + 1)p�1

� 1

rN�1
�
rN�1(�u0(r))p�2u0(r)

�0
+ (p� 1) jru(r)j

p

(u(r) + 1)p
: (2.3.1)

Multiplicând rela̧tia (2.3.1) prin rN�1 şi integrând în (0; �) ob̧tinemZ �

0

�
(�u0(�))p�1�N�1

�0
d� � (p� 1)

Z �

0

�N�1jru(�)jp
(u(�) + 1)p

d�

�
Z �

0

[f(u(�)) + g(u(�))]a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�;

sau echivalent cu

(�u0(�))p�1�N�1 �
Z �

0

(p� 1)�
N�1jru(�)jp
(u(�) + 1)p

d� (2.3.2)

�
Z �

0

[f(u(�)) + g(u(�))]a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d� :

Multiplicând ecua̧tia (2.3.2) prin �1�N , deducem c¼a

(�u0(�))p�1 � �1�N(p� 1)
Z �

0

�N�1jru(�)jp
(u(�) + 1)p

d�

� �1�N
Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�: (2.3.3)

Din (2.3.3), avem

(�u0(�))p�1 � �1�N
Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�;

rela̧tie echivalent¼a cu

� u0(�) � �
1�N
p�1

�Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�

�1=(p�1)
: (2.3.4)

Integrând (2.3.4) în (0; r), avem

u(0)� u(r) �
Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�

�1=(p�1)
d�:

Observ¼am c¼a u(r) < u(0) pentru orice r > 0 dac¼a şi numai dac¼a u(r) < u(0) pentru

orice r > 0. Pe de alt¼a parte

f(u(�)) + g(u(�))

(u(�) + 1)p�1
> f

1
(u(�)); (2.3.5)
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unde f
1
este funçtia corespunz¼atoare lui " = 1 din Lema 2.2.3.

Deoarece u este pozitiv¼a, ob̧tinemZ r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�

�1=(p�1)
d� � u(0); 8r > 0: (2.3.6)

Substituind (2.3.5) în expresia (2.3.6), ob̧tinemZ r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

a(�)�N�1d�

�1=(p�1)
d� � 1

f
1
(u(0))

1
p�1

u(0) <1:

Acum, deoarece 2 � p < N , sau echivalent scris

1 � 1

p� 1 > 0;

deducem c¼aZ r

0

�
1�N
p�1

�
�

�

Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d�

=

Z r

0

�
1�N
p�1 �1=(p�1)

�
1

�

Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d�

�
Z r

0

�
2�N
p�1
1

�

Z �

0

�
N�1
p�1 a1=(p�1)(�)d�d�

=

Z r

0

�
2�N
p�1 �1

Z �

0

�
N�1
p�1 a1=(p�1)(�)d�d�

= � p� 1
N � 2

Z r

0

d

d�
�
2�N
p�1

Z �

0

�
N�1
p�1 a1=(p�1)(�)d�d� (2.3.7)

=
p� 1
N � 2(�r

2�N
p�1

Z r

0

�
N�1
p�1 a1=(p�1)(�)d� +

Z r

0

�1=(p�1)a(�)1=(p�1)d�)

� p� 1
N � 2

1

r
N�2
p�1

Z r

0

h
r
N�2
p�1 � (t)

N�2
p�1

i
t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt

� p� 1
N � 2

1

r
N�2
p�1

�
r
N�2
p�1 �

�r
2

�N�2
p�1
� Z r=2

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt

=
p� 1
N � 2(1� (

1

2
)
N�2
p�1 )

Z r=2

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt!1 când r !1:

Deci

1 >
1

f
1
(u(0))1=(p�1)

u(0) � 1:

Am ob̧tinut o contradiçtie.

Teorema 2.3.2 Fie f 2 C1((0;1); (0;1)) o funcţie singular¼a în 0 satisf¼acând (F1),
(F2) iar g : [0;1) �! [0;1) o funcţie local Hölder continu¼a de exponent � 2 (0; 1) ce
veri�c¼a (G1), (G2). În ipoteza suplimentar¼a a : RN ! (0;1) este o funcţie continu¼a şi
cu simetrie radial¼a iar p � N problema (2.1.1) nu are soluţii cu simetrie radial¼a.
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Demonstra̧tie: Presupunem c¼a (2.1.1) are o astfel de solu̧tie pe care o not¼am prin

u(r). Atunci ea veri�c¼a

�(rN�1 ju0(r)jp�2 u0(r))0 = rN�1a(r)[f(u(r)) + g(u(r)) + jru(r)jq]:

Deoarece membrul drept al acestei egalit¼a̧ti este pozitiv pentru r > 0, rezult¼a c¼a

(rN�1 ju0(r)jp�2 u0(r))0 < 0 pentru r > 0;

şi în conseciņt¼a r 7�! rN�1 ju0jp�2 u0(r) este funçtie descresc¼atoare.
Întrucât aceast¼a funçtie este descresc¼atoare şi u0(r) < 0, avem

rN�1 ju0(r)jp�2 u0(r) � RN�1 ju0(R)jp�2 u0(R) � �C pentru r � R; (2.3.8)

unde C := �RN�1 ju0(R)jp�2 u0(R) este o constant¼a strict pozitiv¼a.
Mai mult, rela̧tia (2.3.8) poate � rescris¼a astfel

� u0(r) � C1r
1�N
p�1 ; (2.3.9)

cu

C1 := C
1

p�1 > 0:

Integrând inegalitatea (2.3.9) de la R la r avem

u(R)� u(r) � C1

Z r

R

r
1�N
p�1 dr pentru r � R:

F¼acând r !1, ob̧tinem o contradiçtie.

Teorema 2.3.3 Dac¼a f 2 C1((0;1); (0;1)) este o funcţie singular¼a în 0 ce satisface
(F1)-(F2), g : [0;1) �! [0;1) o funcţie local Hölder continu¼a de exponent � 2 (0; 1)
ce veri�c¼a (G1)-(G2) iar a : RN ! (0;1) este o funcţie continu¼a, cu simetrie radial¼a
şi cu proprietatea (2.1.3) atunci problema (2.1.1) nu are soluţii cu simetrie radial¼a.

Demonstra̧tie: Presupunem c¼a problema (2.1.1) are o astfel de solu̧tie. Cu acelaşi

ra̧tionament ca în demonstra̧tia Teoremei 2.3.1, avem

u(0)� u(r) �
Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

[f(u(�)) + g(u(�))]a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�

�1=(p�1)
d�: (2.3.10)

Observ¼am c¼a u(r) < u(0) pentru orice r > 0 implic¼a u(r) < u(0) pentru orice r > 0.

Deoarece u este pozitiv¼a, rela̧tia (2.3.10) conduce laZ r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

(f(u(�)) + g(u(�))) a(�)�N�1

(u(�) + 1)p�1
d�

�1=(p�1)
d� � u(0) 8r > 0: (2.3.11)
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Pe de alt¼a parte

f(u(�)) + g(u(�))

(u(�) + 1)p�1
> f

1
(u(�)); (2.3.12)

unde f
1
este funçtia corespunz¼atoare lui " = 1 din Lema 2.2.3. Substituind (2.3.12) în

expresia (2.3.11) ob̧tinem

Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

a(�)�N�1d�

�1=(p�1)
d� � 1

f
1
(u(0))1=(p�1)

u(0) <1:

Consider¼am 1 < p < 2, sau echivalent

1 <
1

p� 1 < +1:

Observ¼am c¼a nu putem avea

Z �

0

rN�1a(r)dr < 1 pentru � > 0:

Într-adev¼ar, în acest caz am avea

Z r

0

�
1�N
p�1 d� >

Z r

0

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d�

� p� 1
N � p

 
1�

�
1

2

�N�p
p�1
!Z r=2

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt!1 când r !1

ceea ce ar reprezenta o contradiçtie.

R¼amâne doar cazul

exist¼a �0 > 0 astfel încât
Z �0

0

�N�1a(�)d� = 1;

în care avem

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
�
Z �

0

�N�1a(�)d� pentru � � �0

şi deci

Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� �

Z r

0

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d� : (2.3.13)
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Integrând prin p¼aŗti ob̧tinemZ r

0

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d�

= � p� 1
N � p

Z r

0

d

d�
�
p�N
p�1

Z �

0

�N�1a(�)d�d�

=
p� 1
N � p

�
�r

p�N
p�1

Z r

0

�N�1a(�)d� +

Z r

0

�
(p�2)N+1

p�1 a(�)d�

�
� p� 1
N � p

1

r
N�p
p�1

Z r

0

h
r
N�p
p�1 � (t)

N�p
p�1

i
t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt

� p� 1
N � p

1

r
N�p
p�1

�
r
N�p
p�1 � (r

2
)
N�p
p�1

�Z r=2

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt

=
p� 1
N � p

 
1�

�
1

2

�N�p
p�1
!Z r=2

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt =1 când r !1:

Rezult¼a

1 >
1

f
1
(u(0))1=(p�1)

u(0) � 1;

ceea ce reprezint¼a o contradiçtie.

Remarca 2.3.1 În ipotezele Teoremei 2.3.1 avem c¼aZ 1

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt =1:

Demonstra̧tie: Într-adev¼ar, în situa̧tia în care�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
< 1

vedem, folosind (2.3.7), c¼a

p� 1
N � 2

 
1�

�
1

2

�N�2
p�1
!Z r=2

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt

�
Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� <

Z r

0

�
1�N
p�1 d�:

În concluzie, când r !1, avemZ 1

0

t
1

p�1a1=(p�1)(t)dt 6=1:

Pe de alt¼a parte, dac¼a am avea

exist¼a �0 > 0 astfel încât
Z �0

0

�N�1a(�)d� = 1;
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atunci rela̧tia (2.2.7) conduce la

p� 1
N � 2

 
1�

�
1

2

�N�2
p�1
!Z r=2

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt

�
Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� � p� 1

N � p

Z r=2

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt pentru � � �0;

fapt ce încheie demonstra̧tia.

Remarca 2.3.2 Dac¼a ipotezele Teoremei 2.3.3 sunt îndeplinite atunciZ 1

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt =1: (2.3.14)

Demonstra̧tie: Din rela̧tia (2.2.4) observ¼am c¼aZ r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� �

�
1

N � p

�1=(p�1) Z 1

0

t1=(p�1)a1=(p�1)(t)dt:

(2.3.15)

Când

exist¼a �0 > 0 astfel încât
Z �0

0

�N�1a(�)d� = 1;

avem

p� 1
N � p

 
1�

�
1

2

�N�p
p�1
!Z r=2

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt �
Z r

0

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
d� :

(2.3.16)

În aceast¼a situa̧tie (2.3.14) rezult¼a din (2.3.15) şi (2.3.16). Pe de alt¼a parte, dac¼a�Z �

0

�N�1a(�)d�

�1=(p�1)
< 1;

observ¼am c¼a Z 1

0

t
(p�2)N+1

p�1 a(t)dt 6=1:

2.4 Comentarii

Studiul prezentului capitol s-a datorat unei probleme enuņtat¼a de autorii Xue şi Zhang

în [137] unde ei trateaz¼a existeņta solu̧tiilor problemei (2.1.1), pentru p = 2; sub ipoteza

c¼a a : RN ! R satisface propriet¼a̧tile (LS1)-(LS3) dinCapitolul 1, iar f : (0;1)! (0;1)
este o funçtie de clas¼a C1 ce îndeplineşte (F1)-(F2) pe când g : [0;1) �! [0;1) este
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

presupus¼a a �o funçtie local Hölder continu¼a de exponent � 2 (0; 1) şi satisf¼acând (G1)-
(G2). Problema propus¼a de ei este dac¼a condi̧tia (LS3) este necesar¼a în studiul existeņtei

solu̧tiilor problemei (2.1.1).

În acest capitol noi am ar¼atat c¼a dac¼a condi̧tia (LS3) nu este îndeplinit¼a atunci

problema (2.1.1) nu are solu̧tii cu simetrie radial¼a. Aşa cum am meņtionat, Goncalves

şi Santos [66] au stabilit rezultate de existeņt¼a a solu̧tiilor cu simetrie radial¼a pentru

problema (2.1.1) în abseņta termenului gradient sub condi̧tia (LS3). Pe de alt¼a parte

în lucrarea [103], autorul a construit un exemplu pentru problema dezb¼atut¼a de Lair

şi Shaker în [88] prin care a ar¼atat c¼a rela̧tia (LS3) nu este neap¼arat necesar¼a ci doar

su�cient¼a pentru existeņta solu̧tiilor f¼ar¼a simetrie radial¼a.

Drept urmare, putem concluziona c¼a problema ridicat¼a de autorii referiņtei [137] este

complet rezolvat¼a cu informa̧tiile aduse în acest capitol.

Mai mult noi am tratat problema (2.1.1) în cazul general 1 < p < 1 şi în plus prin

Remarcile 2.3.1, 2.3.2 coroborate cu rezultatele din Capitolul 1 şi din [66] am ar¼atat

c¼a ipotezele (2.2.3)-(2.2.2) sunt �aproape necesare� în studiul existeņtei solu̧tiilor şi în

cazul p 6= 2.
Îndrept¼am pe cei interesa̧ti de studiul solu̧tiilor cu simetrie radial¼a pentru probleme

ca (2.1.1) spre a folosi argumente din cartea [125].
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Capitolul 3

Rezultate de existeņt¼a şi unicitate a
solu̧tiei pentru o problem¼a eliptic¼a
semiliniar¼a de tip Bieberbach şi
Rademacher

3.1 Introducere

Urm¼atoarea problem¼a va � considerat¼a în acest capitol: Fiind date a; c : RN ! R cu

propriet¼a̧tile:

(AC1) exist¼a � 2 (0; 1) astfel încât a; c 2 C0;�loc (RN) ;
(AC2) a(x) > 0; c(x) > 0;8x 2 RN ;
(A3)

R1
0
r'(r)dr <1 unde '(r) = maxjxj=r a(x)

s¼a se demonstreze existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii u (x) 2 C2;�loc (RN) ce veri�c¼a problema

��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x) în 
 � RN , u > 0 în 
 (3.1.1)

cu u(x) ! 0 când jxj ! 1, N > 2 şi 
 = RN . De asemenea, ce putem spune când


 � RN?
Probleme similare lui (3.1.1) au fost intensiv studiate în cazul în care 
 este un

domeniu m¼arginit al lui RN . Studiul nostru este motivat de lucr¼arile recente ale autorilor

Arcoya, Carmona, Leonori, Aparicio, Orsina şi Petitta [7], Arcoya, Barile şi Aparicio [8]

şi Shu [130] unde este studiat¼a existeņta, ne-existeņta şi unicitatea solu̧tiilor pentru

probleme ca (3.1.1).

În acest capitol vom prezenta un nou argument, care poate � aplicat, în rezolvarea

problemelor similare lui (3.1.1) diferit de cel introdus în referiņtele [7], [8], [130].

Problema este considerat¼a în cazul în care domeniul 
 � RN este m¼arginit şi cu

frontiera @
 de clas¼a C2;� cu � 2 (0; 1).
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Ecua̧tia (3.1.1) coņtine funçtia singular¼a u�1 şi termenul gradient jruj2, care combi-
nate cu funçtia c fac abordarea lor mai di�cil¼a.

Folosind metoda sub şi super-solu̧tiilor precum şi argumente ale principiului de maxim

vom prezenta condi̧tii su�ciente pentru existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii pentru problema

(3.1.1).

Vom avea nevoie de câteva rezultate ajut¼atoare:

3.2 Rezultate preliminare

În demonstrarea existeņtei solu̧tiei pentru problema enuņtat¼a, avem nevoie de un

rezultat de scufundare al spa̧tiilor Sobolev în spa̧tii H½older rezultat ce poate � consultat

în cartea autorilor Gilbarg şi Trudinger [64] sau Mihlin [108].

Pentru aceasta consider¼am U; V spa̧tii Banach şi reamintim urm¼atoarele no̧tiuni:

De�ni̧tia 3.2.1 Spunem c¼a U se scufund¼a continuu în V şi scriem U ,! V , dac¼a U � V

şi exist¼a o constant¼a C > 0 astfel încât 8u 2 U avem kukV � C kukU .

De�ni̧tia 3.2.2 Vom spune c¼a U se scufund¼a compact în V şi scriem U ,!,! V , dac¼a

U ,! V şi orice şir m¼arginit în U are un subşir care este convergent în V .

Cu aceste de�ni̧tii, avem urm¼atorul rezultat de scufundare al spa̧tiilor Sobolev în

spa̧tii H½older:

Lema 3.2.1 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera de clas¼a C1, m 2 N şi
1 � p <1. În aceste ipoteze, pentru orice

r 2 N[f0g; 0 < � < 1

cu

m�N=p � r + �

are loc scufundarea continu¼a

Wm;p(
) ,! Cr;�(
):

Mai precis, exist¼a o constant¼a C > 0 astfel încât

kukCr;�(
) � C kukWm;p(
) :

Pe de alt¼a parte, pentru orice

r 2 N[f0g; 0 � � � 1
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cu

m�N=p > r + �

are loc scufundarea compact¼a

Wm;p(
) ,!,! Cr;�(
);

ceea ce înseamn¼a c¼a

Wm;p(
) ,! Cr;�(
)

şi orice şir m¼arginit în Wm;p(
) are un subşir convergent în Cr;�(
). Remarc¼am c¼a

pentru un domeniu m¼arginit 
 � RN acest rezultat are loc pentru Wm;p
0 (
) substituit lui

Wm;p(
).

Urm¼atoarele dou¼a rezultate de estimare în interior a solu̧tiei (spunem interior deoarece


0 �� 
) pot � reg¼asite în [64].

Lema 3.2.2 Fie 
 un domeniu în RN şi u 2 C2;�(
); satisf¼acând

��u = h în 


unde h 2 C�(
). În aceste ipoteze pentru orice submulţime 
0 �� 
; are loc estimarea

kukC2;�(
0) � C(sup


u+ khkC�(
));

unde C este o constant¼a ce depinde de � 2 (0; 1), 
, 
0, de dimensiunea N şi dist(
0; @
).

Lema 3.2.3 Fie 
 un domeniu în RN şi

u 2 W 2;p
loc (
) \ Lp(
); 1 < p <1;

satisf¼acând

��u = h în 


unde h 2 Lp(
). În aceste ipoteze pentru orice domeniu 
0 �� 
; are loc estimarea

kukW 2;p(
0) � C(kukLp(
) + khkLp(
));

unde C depinde de N; p;
0;
.

Avem nevoie de urm¼atoarea variant¼a a principiului de maxim datorat¼a lui [74] (vezi

[122, 123]):
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Lema 3.2.4 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera de clas¼a C2. Dac¼a

u : 
! R este o funcţie de clas¼a C2(
) \ C(
) astfel încât(
��u � 0 în 
;

u � 0 pe @
;
(3.2.1)

atunci u � 0 în 
:

Observ¼am c¼a Lema 1.2.5, pentru p = 2, este o variant¼a mai general¼a a principiului

de maxim. În acest sens Lema lui Hopf exprim¼a c¼a în situa̧tia (3.2.1), are loc: ori u este

constant¼a în 
 ori u este pozitiv¼a şi neconstant¼a în 
 şi în acest caz, dac¼a exist¼a puncte

de pe frontier¼a cu proprietatea c¼a u = 0 în acele puncte, atunci normala exterioar¼a

@u=@n în aceste puncte este strict negativ¼a. În particular, principiul tare de maxim al

lui Hopf stabileşte c¼a dac¼a u 2 C2(
) \ C(
) veri�c¼a (3.2.1) cu u = 0 pe @
 atunci

u � 0 în 
 sau u > 0 în 
 şi @u
@n
< 0 pe @
 (presupunând c¼a @
 are proprietatea sferei

interioare în orice punct x0 2 @
, în sensul c¼a pentru �ecare x0 exist¼a o bil¼a închis¼a B

astfel încât B \ @
 = fx0g).
Deoarece vom aplica metoda sub şi super-solu̧tiilor în forma ob̧tinut¼a de Amann [3],

este necesar s¼a de�nim no̧tiunea de sub şi super-solu̧tie în sensul de�nit în [3].

Pentru f1(x; �; �) : 
 � R � RN ! R şi g : @
 ! R, Amann introduce urm¼atoarele

de�ni̧tii:

De�ni̧tia 3.2.3 O funcţie u 2 C2;�(
) se numeşte sub-soluţie a problemei

��u = f1(x; u;ru) în 
; u = g pe @
, (3.2.2)

dac¼a

��u � f1(x; u;ru) în 
; u = g pe @
:

De�ni̧tia 3.2.4 O funcţie u 2 C2;�(
) se numeşte super-soluţie a problemei (3.2.2)

dac¼a

��u � f1(x; u;ru) în 
; u = g pe @
:

Rezultatul principal preluat din [3] este:

Lema 3.2.5 Fie 
 un domeniu m¼arginit în RN cu frontiera @
 de clas¼a C2;� (� 2 (0; 1)),
g 2 C2;�(@
) iar f1 este o funcţie continu¼a cu proprietatea c¼a @f1=@�, @f1=@�i, i = 1; N
exist¼a, sunt continue pe 
� RN+1 şi astfel încât:
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AM1) f1(�; �; �) 2 C�(
), uniform pentru (�; �) în mulţimi m¼arginite ale lui R� RN ;

AM2) exist¼a o funcţie f2 : R+ ! R+ astfel încât

jf1(x; �; �)j � f2(�)(1 + j�j2); (3.2.3)

pentru orice � � 0 şi orice (x; �; �) 2 
� [��; �]� RN .

În aceste ipoteze, dac¼a problema (3.2.2) are o sub-soluţie u şi o super-soluţie u astfel

încât u(x) � u(x); 8x 2 
 atunci exist¼a cel puţin o funcţie u 2 C2+�(
) cu proprietatea
u(x) � u(x) � u(x) oricare ar � x 2 
 şi satisf¼acând (3.2.2) punctual. Mai precis, exist¼a

o soluţie minimal¼a
s
u 2 [u; u] şi o soluţie maximal¼a �

u 2 [u; u], în sensul c¼a orice soluţie
u 2 [u; u] satisface su � u � �

u.

Suntem în m¼asur¼a s¼a demonstr¼am:

3.3 Rezultate principale

În cele ce urmeaz¼a vom utiliza argumente similare lui Crandall, Rabinowitz şi Tartar

[36], Noussair [115] şi Cui [37].

Teorema 3.3.1 Dac¼a 
 � RN este un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2;�

(� 2 (0; 1)) şi a; c 2 C0;�(
); a(x) > 0; c(x) > 0 pentru orice x 2 
 atunci problema(
��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x) în 
; u > 0 în 
;

uj@
 = 0;
(3.3.1)

are cel puţin o soluţie u 2 C(
) \ C2;�(
).

Demonstra̧tie: Fie " 2 (0; 1). În stabilirea existeņtei solu̧tiei lui (3.3.1) vom studia

mai întâi problema aproximativ¼a8><>:
��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x); în 
;

u > "; în 
;

u = "; pe @
:

(3.3.2)

Pentru aceasta consider¼am '1 > 0 prima funçtie proprie corespunz¼atoare primei

valori proprii �1 a problemei

��u = �u în 
; uj@
 = 0: (3.3.3)
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Se ştie din [64] c¼a '1 2 C2+�(
). Not¼am m2 := minx2
 a(x) şi M1 := maxx2
 c(x) şi

demonstr¼am c¼a funçtia u = �1'
2
1 + "; unde

0 < �1 � min
(

m2

2�1maxx2
 '
2
1 + 4M1maxx2
 jr'1j

2 ; 1

)
(3.3.4)

este o sub-solu̧tie a problemei (3.3.2) în sensul Lemei 3.2.5. Într-adev¼ar, din (3.3.4) avem

��u+ c(x)u�1 jruj2 � a(x) � ��u+M1u
�1 jruj2 �m2

� �2�1'1�'1 � 2�1 jr'1j
2 + 4M1�1 jr'1j

2 �m2

= 2�1�1'
2
1 � 2�1 jr'1j

2 + 4M1�1 jr'1j
2 �m2

� 2�1�1'21 + 4M1�1 jr'1j
2 �m2 � 0:

În continuare vom proba existeņta unei super-solu̧tii a problemei (3.3.2). Pentru aceasta

�e v 2 C2+�(
) unica solu̧tie a problemei

��y = a(x) în 
; y > 0 în 
; y(x) = 0 pentru x 2 @
; (3.3.5)

şi observ¼am c¼a, u = v + " 2 C2+�(
), satisface

��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x) + c(x)u�1 jruj2 � a(x):

Clar, u este o super-solu̧tie a lui (3.3.2). Acum, deoarece(
��(u� u) � a(x) + c(x)u�1 jruj2 � a(x) � 0 în 
;

u(x)� u(x) = 0 pentru x 2 @

(3.3.6)

rezult¼a din principiul de maxim, Lema 3.2.4, c¼a u(x) � u(x), x 2 
.

Am ob̧tinut o sub-solu̧tie u 2 C2;�(
) şi o super-solu̧tie u 2 C2;�(
) pentru problema
(3.3.2) astfel încât u � u pe 
 în ipotezele Lemei 3.2.5. Deci, exist¼a u" 2 C2;�(
) cu

proprietatea

u(x) � u"(x) � u(x) pentru x 2 
; (3.3.7)

şi veri�când problema (3.3.2) punctual.

Rela̧tia (3.3.7) arat¼a c¼a u > 0 în 
. Remarc¼am c¼a şi u = �1v
2 + "; unde �1 este o

constant¼a pozitiv¼a astfel încât

0 < �1 � min
(

m2

maxx2
[2v + 4M1 jrvj2]
; 1

)
; (3.3.8)

este o sub-solu̧tie a lui (3.3.2) cu aceleaşi propriet¼a̧ti din Lema 3.2.5.
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Pân¼a în prezent am ob̧tinut o funçtie u" 2 C2;�(
) ce veri�c¼a punctual problema

echivalent¼a lui (3.3.2):(
��u+ c(x) (u+ ")�1 jruj2 = a(x) în 
;

u > 0 în 
; u = 0; pe @
:

Vom ar¼ata c¼a, pentru orice domeniu m¼arginit 
0 �� 
 cu frontiera de clas¼a C2;� exist¼a
o constant¼a C4 > 0 îndeplinind

ku"kC2+�(
0) � C4: (3.3.9)

Într-adev¼ar, pentru 
0 � � 
, alegem 
1, 
2 şi 
3 cu frontiera de clas¼a C2;� � 2 (0; 1),
astfel încât


0 �� 
1 �� 
2 �� 
3 �� 
:

Not¼am c¼a

u"(x) � u > 0, 8x 2 
i; i = 1; 3. (3.3.10)

Fie

h"(x) = a(x)� c(x) (u"(x) + ")�1 jru"(x)j2 pentru x 2 
3.

În cele ce urmeaz¼a Ci=1;4, desemneaz¼a constante pozitive independente de ".

Deoarece��u"(x) = h"(x), x 2 
3; din teorema de estimare în interior a gradientului
datorat¼a autorilor Ladyzenskaya şi Ural�treva [86] rezult¼a c¼a exist¼a constanta pozitiv¼a

C1 independent¼a de " astfel încât

max
x2
2

kru" (x)k � C1max
x2
3

u" (x) : (3.3.11)

Folosind (3.3.7) şi (3.3.11) ob̧tinem c¼a kru"k este uniform m¼arginit în 
2. Acest ultim

rezultat, propriet¼a̧tile lui a şi c arat¼a c¼a jh"j este uniform m¼arginit¼a pe 
2 şi deci h" 2
Lp(
2) pentru orice p > 1.

Cum

��u"(x) = h"(x) pentru x 2 
2;

din Lema 3.2.3 rezult¼a c¼a exist¼a o constant¼a pozitiv¼a C2 independent¼a de " astfel încât

ku"kW 2;p(
1)
� C2(kh"(x)kLp(
2) + ku"kLp(
2));

fapt ce arat¼a c¼a ku"kW 2;p(
1)
este uniform m¼arginit¼a.

Alegem p astfel încât p > N şi p > N (1� �)�1 şi folosim teorema de scufundare a

lui Sobolev�s, Lema 3.2.1, pentru a rezulta c¼a ku"kC1;�(
1) este uniform m¼arginit¼a de o

constant¼a independent¼a de ".
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Mai mult, aceasta implic¼a c¼a h" 2 C�(
1) şi kh"kC0;�(
1) este uniform m¼arginit¼a.

Folosind teorema de estimare în interior a lui Schauder, Lema 3.2.2, pentru solu̧tiile

ecua̧tiilor eliptice (3.3.18) avem c¼a exist¼a o constant¼a pozitiv¼a C3 independent¼a de " cu

proprietatea

ku"kC2;�(
0) � C3

 
kh"kC0;�(
1) + sup


1

u"

!
: (3.3.12)

Deoarece kh"kC0;�(
1) este uniform m¼arginit, vom observa din (3.3.12) c¼a

ku"kC2;�(
0) � C4: (3.3.13)

Astfel, (3.3.9) este demonstrat.

Punem " := 1=n şi un := u1=n. Cum un este m¼arginit în C2;�
�


0
�
pentru orice

domeniu m¼arginit 
0 �� 
 cu frontiera de clas¼a C2;�, conform (3.3.13), putem folosi

teorema lui Ascoli-Arzela şi procedeul de diagonalizare, pentru a ob̧tine un subşir al lui

un, notat tot prin un şi o funçtie u 2 C2
�


0
�
astfel încât

kun � ukC2(
0) ! 0 când n!1.

În particular �un şi a(x)� c(x)(un + 1=n)
�1 jrunj2 converg când n!1 în 


0
la �u

şi a(x)� c(x)u�1 jruj2 respectiv.

Atunci u este o solu̧tie a problemei

��u = a(x)� c(x)u�1 jruj2 în 
0; (3.3.14)

de clas¼a C2(

0
) şi deci de clas¼a C2;�(


0
) din argumentele standard bazate pe estimarea

Schauder.

Întrucât 
0 este arbitrar¼a, rezult¼a c¼a u 2 C2;�(
). Am ob̧tinut un ! u (punctual) în

C2;�(
). Acum, trecând la limit¼a în (3.3.7) pentru n!1; rezult¼a

�1'
2
1 (x) � u(x) � v(x) pentru x 2 
: (3.3.15)

Mai mult, din (3.3.14) şi (3.3.15), ob̧tinem c¼a

��u = a(x)� c(x)u�1 jruj2 în 
; u > 0 în 
; uj@
 = 0:

Atunci u 2 C(
) \ C2;�(
) este solu̧tie a problemei (3.3.1).

În urm¼atorul rezultat stabilim condi̧tii su�ciente pentru existeņta solu̧tiilor lui (3.1.1)

pentru 
 = RN . El reprezint¼a unul din rezultatele comunicate în [33].
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Teorema 3.3.2 În ipotezele (AC1), (AC2), (A3) problema (3.1.1) are cel puţin o soluţie

u 2 C2;�loc (RN). Dac¼a, în plus, exist¼a � 2 (2; N) astfel încât

lim
jxj!1

jxj� '(jxj) <1 (3.3.16)

atunci

u(x) = O(jxj2��) când jxj ! 1. (3.3.17)

Demonstra̧tie: Pentru a demonstra existeņta solu̧tiei lui (3.1.1) vom considera

urm¼atoarea problem¼a(
��u+ c(x)u�1 jruj2 = a(x) în Bk; u > 0 în Bk;

u = 0 pe @Bk;
(3.3.18)

undeBk := fx 2 RN jjxj < kg este o bil¼a de centru 0 şi raz¼a k = 1; 2; ::. Punem
 = Bk în

Teorema 3.3.1. Atunci problema (3.3.18) are cel pu̧tin o solu̧tie uk 2 C(Bk)\C2+�(Bk),
ce satisface

u � uk � u {̂n Bk; (3.3.19)

unde u (respectiv u) sunt funçtiile corespunz¼atoare din Teorema 3.3.1 pentru 
 = Bk.

În afara lui Bk vom pune uk = 0. Funçtia rezultat¼a este în RN . Acum observ¼am c¼a

w(jxj) : = K �
Z jxj

0

�1�N
Z �

0

�N�1'(�)d�d�; (3.3.20)

K : =

Z 1

0

�1�N
Z �

0

�N�1'(�)d�d�;

este unica solu̧tie cu simetrie radial¼a, strict pozitiv¼a şi m¼arginit¼a a problemei(
��w = '(j x j) în RN ; w > 0 în RN

w (x)! 0 când jxj ! 1;

şi, în plus, satisface

��w (jxj) + c(x)w�1 (jxj) jrw (jxj)j2 � a(x) pentru x 2 RN ;

0 < w < K, K := 1
N�2

R1
0
r'(r)dr (r := jxj) şi w(r)! 0 când r !1.

Demonstr¼am c¼a

uk (x) � w(jxj), x 2 RN , k = 1; 2; 3; ::: (3.3.21)

Deoarece w > 0 în RN şi uk = 0 în RNnBk este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a

uk � w în Bk; k = 1; 2; 3; :::
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Pentru a ar¼ata aceasta observ¼am c¼a w 2 C2
�
Bk

�
şi

��(w � uk) � c(x)u�1k jrukj2 � a(x) + a(x) � 0 în Bk;

w � uk > 0 pentru jxj = k:

Ca o conseciņt¼a a principiului de maxim, Lema 3.2.4, avem c¼a uk � w în Bk. Deci

(3.3.21) are loc.

Folosind procedura standard de convergeņt¼a (vezi Capitolul 4 ori [115] şi [37]) vedem

c¼a din uk putem extrage un subşir, notat tot prin uk; astfel încât uk ! u (punctual) în

C2;�loc (RN) şi c¼a u este solu̧tie a problemei (3.3.1).

În ordine, pentru a ar¼ata (3.3.17), din argumentele de mai sus avem

u (x) � w (jxj) pentru x 2 RN . (3.3.22)

Pe de alt¼a parte

lim
jxj!1

w(x)

jxj2��
=

1

2� �
lim
jxj!1

w0(x)

jxj1��

=
1

�� 2 lim
jxj!1

"Z jxj

0

�N�1'(�)d�= jxjN��
#

=
1

�� 2 lim
jxj!1

jxj� '(jxj) <1.

Deci

w(x) = O(jxj2��) când jxj ! 1; (3.3.23)

şi (3.3.17) rezult¼a din (3.3.23) şi (3.3.22). Demonstra̧tia Teoremei 3.3.2 este acum com-

plet¼a.

Importaņta rezultatului din Teoremele 3.3.1, 3.3.2 este redat¼a considerând problema

�u = a(x)h(u) în 
, u > 0 în 
; u(x)!1 când x! @
 (3.3.24)

unde 
 � RN este o muļtime.
Vom deduce uşor urm¼atoarele 2 remarci:

Remarca 3.3.1 Când h(u) = eu, printr-o transformare de forma w = e�u problema

(3.3.24) devine

��w + jrwj
2

w
= a(x) în 
, w > 0 în 
, w ! 0 când x! @
, (3.3.25)

dar aceasta este problema (3.1.1) pentru c(x) = 1.
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Remarca 3.3.2 Când h(u) = u� (� > 1) pentru w = Cu�C
�1
; (C := 1=(� � 1)) în

(3.3.24) avem

��w + �C
jrwj2

w
= a(x) în 
, w > 0 în 
, w ! 0 când x! @
, (3.3.26)

dar aceasta este problema (3.1.1) când c(x) = �C.

În conseciņt¼a, solu̧tia problemei (3.3.24) poate � ob̧tinut¼a printr-o simpl¼a transfor-

mare a solu̧tiei ob̧tinut¼a în Teoremele 3.3.1, 3.3.2. Problemele (3.3.25), (3.3.26) apar de

exemplu în studiul geometriei Riemanniene (vezi Cheng şi Ni [25]), poteņtialului electric

în câteva corpuri (vezi Keller [80]) şi în studiul mi̧sc¼arii unui gaz într-un spa̧tiu închis

(vezi Pohozaev [116]).

În continuare vom prezenta un rezultat de unicitate pentru problema (3.3.24):

Remarca 3.3.3 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN (N � 2) ce satisface condiţia
sferei uniform interioare şi exterioare în �ecare punct de pe frontiera @
. Presupunem

c¼a funcţia a satisface (AC1)-(AC2) şi c¼a h este o funcţie de clas¼a C1 pozitiv¼a şi de�nit¼a

pe [0;1) astfel încât h este strict cresc¼atoare în (0;1) cu h (0) = 0. Dac¼a, în plus

s 7�! h(s)=s este strict cresc¼atoare, (3.3.27)Z 1

t

�Z z

0

h(x)dx

��1=2
dz <1 pentru orice t > 0

şi pentru orice � 2 (0; 1) avem

lim
t!1

inf

"Z 1

�t

�Z s

0

h (y) dy

��1=2
ds=

Z 1

t

�Z s

0

h (y) dy

�
ds

#
> 1; (3.3.28)

atunci exist¼a o unic¼a soluţie a problemei (3.3.24).

Demonstra̧tie: Presupunem c¼a u şi v sunt solu̧tii arbitrare ale problemei (3.3.24).

Va � ar¼atat c¼a u � v pentru orice x 2 
. Not¼am �(x) := u(x)=v(x)� 1 şi presupunem
prin absurd c¼a u > v. Sub ipotezele asupra lui a, h şi lui 
 cunoaştem din literatura

problemei (3.3.24) (vezi spre exemplu [9]) c¼a sub ipotezele noastre

lim
x!x0
x02@


�(x) = 0; (3.3.29)

fapt ce atrage maxx2
 �(x) exist¼a şi este pozitiv. În punctul x0 unde maximumul este

atins, avem r�(x0) = 0 şi ��(x0) � 0, fapt ce implic¼a�
� v�u+ u�v

�
(x0) � 0: (3.3.30)
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Atunci (3:3:30) implic¼a �
h(v)

v
� h(u)

u

�
(x0) � 0;

care intr¼a în contradiçtie cu t 7�! h(t)=t este strict cresc¼atoare pe (0;1). Deci u � v în


. Un argument simetric arat¼a c¼a v(x) � u(x) pentru orice x 2 
 şi deci u(x) = v(x) în


.

3.4 Comentarii

Când 
 � RN este un domeniu m¼arginit din R2, a (x) = 1 şi h(u) = eu problema

(3.3.24) a fost pentru prima dat¼a studiat¼a de Bieberbach [12]. Rezultatele de existeņt¼a

stabilite de Bieberbach au fost extinse de Rademacher [124] la muļtimi m¼arginite din R3

su�cient de netede.

Tot pentru multimi m¼arginite din RN , independent, Keller [81] şi Osserman [117]

au g¼asit condi̧tii necesare şi su�ciente asupra lui h privind existeņta solu̧tiilor problemei

(3.3.24).

Keller în lucrarea sa foloseşte pentru ob̧tinerea rezultatelor fundamentale urm¼atoarea

conveņtie:

De�ni̧tia 3.4.1 Spunem c¼a funcţia continu¼a h : R! R+ satisface condiţia G dac¼a

exist¼a o funcţie continu¼a, pozitiv¼a l(u) cu h(u) � l(u) şiZ 1

0

�Z z

0

l(x)dx

��1=2
dz <1.

În ipotezele c¼a 
 � RN este un domeniu m¼arginit a c¼arui frontier¼a este @
, l(u)

satisface condi̧tia G şi u este o solu̧tie a problemei (3.3.24) Keller arat¼a c¼a exist¼a o

funçtie descresc¼atoare g determinat¼a de l(u) astfel încât u(P ) � g[R(P )], unde P este

un punct din 
 iar prin R(P ) noteaz¼a distaņta de la P la @
. De asemenea g(R) are

propriet¼a̧tile limR!0 g(R) =1 şi limR!1 g(R) = �1.
Mai mult folosind aceste rezultate el arat¼a c¼a dac¼a h(u) este cresc¼atoare şi satisface

condi̧tia G, atunci în orice domeniu m¼arginit 
 exist¼a cel pu̧tin o solu̧tie a problemei

(3.3.24).

Vom ob̧tine şi noi în Capitolul 7 rezultate asem¼an¼atoare de existeņt¼a a solu̧tiei pentru

problema (3.3.24) studiat¼a în prezeņta operatorului p-Laplacian. Tehnica demonstra̧tiei

este similar¼a celei acestui capitol îns¼a nu avem o caracterizare a solu̧tiei precum cea

ob̧tinut¼a aici.
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Capitolul 4

Rezultate de existeņt¼a a solu̧tiei
pentru o problem¼a semiliniar¼a de tip
Klein şi Gordon

4.1 Introducere

În acest capitol vom studia existeņta solu̧tiilor pentru problema

��u+ c(x)u = a(x)f(u); u > 0 în RN ; u(x) jxj!1! 0 (4.1.1)

unde N > 2.

În studiul problemei considerate vom presupune c¼a funçtiile a; c : RN ! R satisfac:

(AC1) a; c 2 C0;�loc (RN) pentru � 2 (0; 1);

(AC2) a(x) > 0; c(x) � 0 8x 2 RN ;

(A3) pentru '(r) = maxjxj=r a(x) avem

Z 1

0

r'(r)dr <1;

şi c¼a funçtia neliniar¼a f 2 C1((0;1); (0;1)) satisface urm¼atoarele propriet¼a̧ti:

(F1) lim
u&0

f(u)
u
= +1 şi lim

u%1
f(u)
u
= 0.

În acord cu rezultatele discutate de Aris în [6] şi introducerea articolului lui Xue

şi Zhang [137] pentru c(x) = 0 astfel de probleme (4.1.1) apar în studiul proceselor

de reaçtie difuzie, în teoria controlului stochastic, în mecanica �uidelor, în mecanica

relativist¼a, suprafȩte singulare minimale etc.

Datorit¼a apari̧tiei în multe aplica̧tii ale ştiiņtei, foarte multe forme speciale

ale problemei (4.1.1) au fost intens studiate. Primul exemplu de problem¼a similar¼a lui

(4.1.1) a fost introdus¼a în 1869 de Homer Lane [93], el �ind interesat de calculul masei şi
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densitatea de temperatur¼a de pe suprafa̧ta Soarelui. Studiul respectiv a fost continuat

de Robert Emden [50, 52] şi Ralph Howard Fowler [55, 56].

În fapt, problema de tip Lane-Emden-Fowler studiat¼a în [50, 52, 55, 56, 93] este o

ecua̧tie difereņtial¼a de forma

�(�2x0(�))0 = �2xp(�); p 2 R:

Pentru o discu̧tie mai detaliat¼a în aceast¼a direçtie facem trimitere la referiņtele [23,

62]. Pentru interesul acordat problemelor de acest tip vezi lectura Nobel a autorului

Subrahmanyan Chandrasekhar [24] unde este dezb¼atut un fenomen real prin ecua̧tii

similare lui (4.1.1).

Dup¼a 1980 astfel de probleme au fost intensiv studiate în contextul ecua̧tiilor cu

derivate paŗtiale.

Rezultate de existeņt¼a a solu̧tiei în RN pentru c (x) = 0 şi f(u) = u�
 cu 
 2 (0; 1)
au fost stabilite de c¼atre Kusano-Swanson [85] şi Edelson [50]. Aceste rezultate au fost

generalizate pentru orice 
 > 0 prin metoda sub şi super-solu̧tiilor de Shaker [127] şi

folosind alte argumente de c¼atre Dalmasso [38]. Lair şi Shaker au continuat în [88]

studiul pentru c(x) = 0 şi f(u) = u�
 cu 
 > 0. Sub ipotezele enuņtate mai sus autorii

au demonstrat existeņta şi unicitatea unei solu̧tii u 2 C2;�loc (RN). În plus, autorii au

demonstrat c¼a (A3) este necesar¼a şi su�cient¼a în studiul solu̧tiilor cu simetrie radial¼a.

Când 
 � RN este un domeniu m¼arginit şi cu frontiera de clas¼a C2;� unde � 2 (0; 1),
Shi şi Yao au demonstrat în [128] c¼a problema(

��y = a(x)[y�
 + y�] în 
, y > 0 în 
;

y = 0 pentru x 2 @

(4.1.2)

unde a 2 C0;�(
) este o funçtie strict pozitiv¼a, admite o unic¼a solu̧tie pozitiv¼a y 2
C2;�(
) \ C(
) pentru orice 
; � 2 (0; 1).
Dup¼a aceste rezultate, autorii Sun Yijing şi Li Shujie [135] au extins aceste rezultate

la cazul 
 = RN .

Pentru o prezentare detaliat¼a a rezultatelor anterioare şi mai multe referiņte, meņtion¼am

lucr¼arile: Cârstea şi R¼adulescu [18], Ghergu şi R¼adulescu [63], Goncalves şi Santos

[68, 67], Lair şi Shaker [88], Shi şi Yao [128], Yijing şi Shujie [135], Xue şi Zhang [137] şi

Zhang [140].

Remarc¼am c¼a pentru funçtii neliniare f mai generale ca în [18, 88, 127, 128, 135]

problema (4.1.2) a fost considerat¼a de autorii Goncalves şi Santos [67]. În [29] autorul a

extins rezultatele din [67] la ecua̧tii ce invoc¼a operatorul p-Laplacian.
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Zhiren Jin [78] studiaz¼a direct problema de tip Klein-Gordon (4.1.1) în cazul c(x) � 0
şi ob̧tine rezultate de existeņt¼a a solu̧tiilor similare problemei de tip Lane, Emden şi

Fowler.

Motiva̧ti de tehnica demonstra̧tiei elaborat¼a în Capitolul 1, vom ob̧tine, rezultate

similare de existeņt¼a a solu̧tiei, dar printr-o metod¼a diferit¼a, pentru existeņta solu̧tiilor

problemei (4.1.1). F¼ar¼a a restrânge generalitatea rezultatelor vom presupune c¼a f este

o funçtie singular¼a în 0, în sensul c¼a lims&0 f(s) =1.
Înainte de a trece la enuņtarea şi demonstrarea rezultatului principal al capitolului

vom introduce câteva rezultate preliminare.

4.2 Rezultate preliminare

În ob̧tinerea rezultatelor vom aplica metoda sub şi super-solu̧tiilor în forma dat¼a de

ShangBin Cui [37]. Este necesar s¼a de�nim no̧tiunea de sub şi super-solu̧tie în sensul

referiņtei [37].

Pentru f1 : 
� R� RN ! R, ShangBin Cui introduce urm¼atoarele de�ni̧tii:

De�ni̧tia 4.2.1 Se numeşte sub-soluţie a problemei

��u = f1(x; u;ru) în 
; u > 0 în 
;
u = 0 pe @
,

(4.2.1)

o funcţie u 2 C(
) \ C2;�(
) ce veri�c¼a

��u � f1(x; u;ru) în 
; u > 0 în 
;

u = 0 pe @
:

De�ni̧tia 4.2.2 Se numeşte super-soluţie a problemei (4.2.1) o funcţie u 2 C(
) \
C2;�(
) ce veri�c¼a

��u � f1(x; u;ru) în 
; u > 0 în 


u = 0 pe @
:

Rezultatul principal preluat din [37] în forma folosit¼a de noi este:

Lema 4.2.1 Presupunem c¼a 
 este un domeniu m¼arginit în RN cu frontiera @
 de

clas¼a C2;� pentru � 2 (0; 1) iar f1 : 
� (0;1)�RN ! R este o funcţie cu urm¼atoarele

propriet¼aţi:
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(SC1) f1(�; �; �) este local Hölder continu¼a de exponent � în 
 � (0;1) � RN şi

continuu diferenţiabil¼a în raport cu � şi �;

(SC2) pentru orice 
1 �� 
 şi orice a; b 2 (0;1) cu a < b exist¼a o constant¼a

C > 0 ce depinde de 
1, a, b astfel încât

jf1(x; �; �)j � C(1 + j�j2) pentru orice (x; �; �) 2 
1 � [a; b]� RN : (4.2.2)

În aceste ipoteze dac¼a problema (4.2.1) are o sub-soluţie u şi o super-soluţie u astfel

încât u(x) � u(x); 8x 2 
 atunci exist¼a cel puţin o funcţie u 2 C(
) \ C2;�(
) cu
proprietatea u(x) � u(x) � u(x) oricare ar � x 2 
 şi satisf¼acând (4.2.1).

Urm¼atoarea lem¼a are un rol important în demonstra̧tia rezultatului principal.

Lema 4.2.2 Fie q 2 (0; 2], 
 � RN domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2;� cu
� 2 (0; 1) şi a; c 2 C0;�(
); a(x) > 0; c(x) > 0 pentru orice x 2 
. În aceste ipoteze,
pentru orice & > 0 exist¼a o unic¼a funcţie u 2 C2+�(
) astfel încât(

��u+ c(x)u+ a(x) jrujq = & în 
;

uj@
 = 0:
(4.2.3)

Demonstra̧tie: Vom folosi Lema 3.2.5. Pentru aceasta, �e '1 > 0 prima funçtie

proprie corespunz¼atoare primei valori proprii �1 a problemei(
��u = �u în 
; u > 0 în 
;

u(x) = 0 pentru x 2 @
:
(4.2.4)

Este cunoscut c¼a '1 2 C2+�(
). Ar¼at¼am c¼a funçtia u = �1'1; unde

0 < �1 � min
n

&
2maxx2
 '1[�1+maxx2
 c(x)]

; &1=q

21=q �(maxx2
 a(x))1=q �maxx2
jr'1j
; 1
o
; (4.2.5)

este o sub-solu̧tie a problemei (4.2.3). Într-adev¼ar, din (4.2.5) avem

���1'1 + c(x)�1'1 + a(x) jr�1'1j
q

= �1'1[�1 + c(x)] + a(x)�q1 jr'1j
q (4.2.6)

� �1max
x2


'1[�1 +max
x2


c(x)] + max
x2


a(x) � �q1max
x2


jr'1j
q � &

2
+
&

2
= &:

În ordine, pentru a g¼asi o super-solu̧tie a problemei (4.2.3) observ¼am c¼a funçtia

u(x) = y(x) � & pentru x 2 
;
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unde y 2 C2+�(
) este unica solu̧tie a problemei(
��y = 1 în 
;

yj@
 = 0;
(4.2.7)

satisface

& + c(x)u+ a(x) jrujq = ��u+ c(x)u+ a(x) jrujq � & în 
:

Clar, u este o super-solu̧tie a problemei (4.2.3). Acum, deoarece(
��(u� u) = ��1�1'1 + & � ��1'1[�1 + c(x)] + & � 0 în 
;

u� u = 0 pe @
;

rezult¼a din principiul de maxim, Lema 3.2.4, c¼a u(x) � u(x) pentru orice x 2 
.

Am ob̧tinut o sub-solu̧tie

u 2 C2+�(
)

şi o super-solu̧tie

u 2 C2+�(
)

pentru problema (4.2.3) astfel încât u � u pe 
 în sensul Lemei 3.2.5. Atunci, problema

(4.2.3) are cel pu̧tin o solu̧tie u 2 C2+�(
) în intervalul [u; u], fapt ce înseamn¼a

u(x) � u(x) � u(x) pentru orice x 2 
: (4.2.8)

Aceste inegalit¼a̧ti arat¼a c¼a u > 0 în 
.

Unicitatea. Presupunem c¼a u1(x) şi u2(x) sunt solu̧tii arbitrare ale problemei (4.2.3).

Pentru a demonstra unicitatea, este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a

u1 � u2 în 
:

Folosim reducerea la absurd. Not¼am


u1;u2 := fx 2 
 jw0(x) := u1(x)� u2(x) > 0g;

şi presupunem c¼a 
u1;u2 6= ?. În concluzie, putem presupune c¼a

supw0(x) în 
 este pozitiv.

Atunci în punctul x0 2 
 unde w0 (x) î̧si atinge supremumul avem

r[u1(x0)� u2(x0)] = 0: (4.2.9)
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Folosind rela̧tia (4.2.9) ob̧tinem

0 � �w0(x0)

= �& + c(x0)[u1(x0)� u2(x0)] + a(x0)[jru1(x0)jq � jru2(x0)jq] + &

= c(x0)[u1(x0)� u2(x0)] > 0;

o contradiçtie. Deci

u1 � u2 în 
:

Absolut analog (considerând funçtia w0 = u2 � u1) avem

u2 � u1 în 


şi deci u1 = u2 în 
.

Urm¼atorul rezultat poate �reg¼asit în [36], [63] într-o form¼a particular¼a şi mai general

în [137]. Va � folosit aici în forma:

Lema 4.2.3 Presupunem c¼a sunt satisf¼acute ipotezele Lemei 4.2.2. Dac¼a în plus f

satisface (F1) şi exist¼a " > 0 astfel încât u 7! f(u)= (u+ ") este strict descresc¼atoare pe

(0;1) atunci exist¼a o unic¼a funcţie u 2 C(
) \ C2+�(
) astfel încât u (x) > 0 pentru

orice x 2 
 şi u veri�c¼a(
��u+ c(x)u = a(x)[f(u) + jrujs]; în 
;

u = 0 pe @
;
(4.2.10)

pentru orice s 2 (0; 1).

Demonstra̧tie: Fie '1 2 C(
) \ C2+�(
) funçtia proprie corespunz¼atoare primei

valori proprii �1 a problemei (4.2.4). Observ¼am c¼a funçtia u = "1'1 este o sub-solu̧tie

a problemei (4.2.10), probat pentru "1 > 0 su�cient de mic (vezi demonstra̧tia Lemei

4.2.2). Pentru a stabili construçtia unei super-solu̧tii a lui (4.2.10) �e h : [0; �]! [0;1)
solu̧tia problemei 8><>:

�h00(t) = f(h(t))
h(t)

; 0 < t < � < 1;

h(0) = 0;

h(t) > 0; 0 < t � � < 1;

(4.2.11)

care exist¼a din rezultatele lui [2]. Folosind rezultatele din [137] putem observa c¼a exist¼a

constantele pozitive M; c0 > 0 astfel încât funçtia u =Mh(c0'1) 2 C2(
) \C(
) este o
super-solu̧tie a lui (4.2.10). Vom ar¼ata c¼a

u � u în 
: (4.2.12)
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Presupunem contrariul, c¼a inegalitatea u(x) � u(x) nu are loc pentru orice x 2 
 şi �e

�(x) =
u(x) + "

u(x) + "
� 1 pentru x 2 
.

Clar � = 0 pe @
 şi deci � î̧si atinge maximul într-un punct x0 2 
. În acest punct, x0,
avem

r�(x0) = 0 şi ��(x0) � 0:

Aceasta implic¼a �
� (u+ ")�u+ (u+ ")�u

�
(x0) � 0:

sau echivalent �
f(u)

u+ "
� f(u)

u+ "

�
(x0) +

�
jrujs
u+ "

� jruj
s

u+ "

�
(x0) � 0: (4.2.13)

Acum, deoarece t 7�! f(t)
t+"

este descresc¼atoare pe (0;1) şi u(x0) > u(x0), ob̧tinem din

(4.2.13) c¼a �
jrujs
u+ "

� jruj
s

u+ "

�
(x0) > 0: (4.2.14)

Pe de alt¼a parte, r�(x0) = 0 implic¼a

(u(x0) + ")ru(x0) = (u(x0) + ")ru (x0) :

Mai mult, avem rela̧tia (4.2.14) din care rezult¼a

(u(x0) + ")s�1 � (u(x0) + ")s�1 > 0;

fapt ce intr¼a în contradiçtie cu 0 < s < 1. Deci

u � u în 
:

Atunci, din metoda sub şi super-solu̧tiei, Lema 4.2.1, g¼asim cel pu̧tin o solu̧tie

u 2 C(
) \ C2+�(
)

a problemei (4.1.1) astfel încât

u(x) � u(x) � u(x) pentru orice x 2 
:

Cu un argument analog demonstra̧tiei lui (4.2.12) ob̧tinem unicitatea solu̧tiei.

Problema studiat¼a în urm¼atoarea lem¼a este similar¼a lui (4.1.1).
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Lema 4.2.4 Dac¼a condiţiile din Lema 4.2.3 sunt îndeplinite, atunci exist¼a o unic¼a

funcţie u 2 C(
) \ C2+�(
) astfel încât u (x) > 0 pentru orice x 2 
; u = 0 pe

@
 şi

��u+ c(x)u = a(x)[f(u)� jrujq] în 
; (4.2.15)

pentru orice q 2 [1; 2].

Demonstra̧tie: Fie '1 2 C(
) \ C2+�(
) funçtia proprie valorii proprii �1 pentru

problema (4.2.4). Deoarece limm&0 f(m) = +1; ob̧tinem pentru minx2
 a(x) şi & ca în

Lema 4.2.2, c¼a exist¼a � > 0 astfel încât &(minx2
 a(x))
�1 < f(m);8m 2 (0; �).

Acum, �e u = �2'1, unde

0 < �2 < min
n

�
maxx2
 '1(x)

; �1

o
;

şi �1 este aceeaşi constant¼a pozitiv¼a din demonstra̧tia Lemei 4.2.2. Un argument similar

lui (4.2.6) implic¼a

��u+ c(x)u+ a(x) jrujq � & < f(u)min
x2


a(x) � a(x)f(u);

dar aceasta arat¼a c¼a u = �2'1 este o sub-solu̧tie a problemei (4.2.15). Pentru a construi

o super-solu̧tie, observ¼am c¼a orice solu̧tie a problemei

��u+ c(x)u = a(x)[f(u) + jrujq] în 
;

u > 0 în 
; (4.2.16)

u = 0 pe @
;

este o super-solu̧tie a problemei (4.2.15). Dar din Lema 4.2.3, problema (4.2.16) are

cel pu̧tin o solu̧tie în spa̧tiul C(
) \ C2+�(
). Not¼am u solu̧tia astfel ob̧tinut¼a. Ca în

demonstra̧tia lui (4.2.12) ob̧tinem

u � u în 
.

Atunci, din metoda sub şi super-solu̧tiei, Lema 4.2.1, g¼asim cel pu̧tin o solu̧tie u 2
C(
) \ C2+�(
) a problemei (4.2.15). Un argument analog demonstra̧tiei lui (4.2.12)
implic¼a unicitatea solu̧tiei.

Remarca 4.2.1 Rezultatele de existenţ¼a din Lemele 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 r¼amân valabile

şi în cazul c(x) � 0 pentru orice x 2 RN , t 7! f (t) =t strict descresc¼atoare, s 2 (0; 1),
q 2 (0; 2].
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Remarca de mai sus se poate deduce uşor utilizând argumente ale principiului de

maxim (vezi [137]). Cazurile particulare au fost considerate pentru a avea unicitatea

solu̧tiei în domenii m¼arginite ale lui RN fapt ce va � folosit în stabilirea rezultatelor

principale.

Urm¼atoarea lem¼a a fost folosit¼a în forma dat¼a pentru prima dat¼a de autorii referiņtei

[88].

Lema 4.2.5 Presupunem c¼a (A3) este îndeplinit. Atunci

w(r) : = K �
Z r

0

�1�N
Z �

0

�N�1'(�)d�d�; (4.2.17)

K : =

Z 1

0

�1�N
Z �

0

�N�1'(�)d�d�;

este unica soluţie cu simetrie radial¼a, pozitiv¼a şi m¼arginit¼a a problemei

��w = '(j x j) în RN ;

w > 0 în RN ;

w (x) ! 0 când jxj ! 1:

În urm¼atoarea lem¼a este prezentat¼a existeņta unei super-solu̧tii a problemei (4.1.1),

ce tinde la zero.

Lema 4.2.6 (vezi [29, 67]) Fie " > 0. Presupunem c¼a funcţia a satisface ipotezele

(AC1), (AC2), (A3) şi c¼a f are aceleaşi propriet¼aţi din Lema 4.2.4. Ca o aplicaţie

a teoremei funcţiei implicite, exist¼a

v"(r) := ��1(Cw(r)); r := jxj

o funcţie cu simetrie radial¼a îndeplinind

��v" � a(x)f(v") în RN ;

v" > 0 în RN ;

v" ! 0 când jxj ! 1;

unde

�(r) =

Z r

0

s

f(s)
ds; f(s) = s2=

Z s

0

t

f(t)
dt;

iar ��1 reprezint¼a inversa funcţiei � pe [0;1); C este o constant¼a pozitiv¼a astfel încât

KC � �(C) =
Z C

0

s

f(s)
ds:

Încheiem aici rezultatele auxiliare. Rezultatul principal al capitolului este acceptat

în [32].
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4.3 Rezultatul principal

Teorema 4.3.1 (vezi [32]) În ipotezele (AC1), (AC2), (A3) şi (F1) problema (4.1.1)

are cel puţin o soluţie u 2 C0;�loc (RN).

Demonstra̧tie: Fie k = 1; 2; 3; ::: şi Bk := fx 2 RN jjxj < kg bila deschis¼a de centru
0 şi de raz¼a k.

Consider¼am urm¼atoarea problem¼a

��u+ c(x)u = a(x)f(u) în Bk;

u > 0 în Bk; (4.3.1)

u = 0 pe @Bk;

şi demonstr¼am c¼a ea are cel pu̧tin o solu̧tie în spa̧tiul C(Bk) \ C2+�(Bk).

Pentru aceasta not¼am

L"(u(x)) := a(x)[(u(x) + ")f
"
(u(x))� jru(x)js]� c(x)u(x); x 2 Bk

unde f
"
este funçtia corespunz¼atoare lui p = 2 din Lema 2.2.3. Observ¼am c¼a orice solu̧tie

a problemei

��u = L"(u) în Bk;

u > 0 în Bk;

u = 0 pe @Bk;

care exist¼a din Lema 4.2.4, este o sub-solu̧tie a problemei (4.3.1).

Fie f
"
funçtia corespunz¼atoare lui p = 2 în Lema 2.2.2. Not¼am

L"(u(x)) := a(x)[(u(x) + ")(f
"
(u(x)) +

1

u(x) + "
) + jru(x)js]� c(x)u(x); x 2 Bk:

Observ¼am din Lema 4.2.3, c¼a urm¼atoarea problem¼a

��u = L"(u) în Bk;

u > 0 în Bk;

u = 0 pe @Bk;

are o unic¼a solu̧tie şi aceasta este o super-solu̧tie a problemei (4.3.1).
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Not¼am u" (resp. u") sub-solu̧tia (resp. super-solu̧tia) problemei (4.3.1). Clar, din

demonstra̧tia lui (4.3.3) de mai jos, avem şi

u" � u" în Bk:

Atunci din metoda sub şi super-solu̧tiei, Lema 4.2.1, determin¼am cel pu̧tin o solu̧tie

uk 2 C(Bk) \ C2+�(Bk);

pentru problema (4.3.1), cu proprietatea

u" � uk � u" în Bk: (4.3.2)

În afara bilei Bk punem uk = 0. Acum observ¼am c¼a Lema 4.2.6 implic¼a existeņta unei

funçtii su�cient de neted¼a v" 2 C2(RN) ce satisface

��v"(r) + c(x)v"(r) � a(x)(v"(r) + ")

�
f
"
(v"(r)) +

1

v"(r) + "

�
� a(x)f(v"(r)) ,

v"(r) : = v"(jxj) = v"(x) cu x 2 RN ;

0 < v"(r) < C";

cu C" > 0 constant¼a determinat¼a şi v"(r)! 0 când jxj ! 1.

Vom demonstra c¼a

uk (x) � v" (x) , x 2 RN , k = 1; 2; 3; ::: (4.3.3)

ori, echivalent

ln(uk(x) + ") � ln(v" (x) + "); x 2 RN , k = 1; 2; 3; :::

Presupunem, prin contradiçtie, c¼a


uk;v" := fx 2 RN jw1(x) := ln(uk(x) + ")� ln(v"(x) + ") > 0g 6= ?:

Atunci putem s¼a observ¼am c¼a

sup
RN

w1(x)

este pozitiv. În acest caz supremumul este atins în RN deoarece avem

lim
jxj!1

[ln (uk(x) + ")� ln (v"(x) + ")] = 0:
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Un rezultat mai general în aceast¼a direçtie, privind punctele de extrem, poate �consultat

în cartea lui Dinc¼a [42]. Atunci în punctul x0 2 RN unde supremumul este atins avem

r[ln(uk(x0) + ")� ln(v"(x0) + ")] = 0;

sau, echivalent
1

uk(x0) + "
� ruk(x0) =

1

v"(x0) + "
� rv"(x0): (4.3.4)

Pe de alt¼a parte observ¼am c¼a

t! t

t+ "
pentru orice t > 0;

este o funçtie cresc¼atoare.

Un rezumat al celor de mai sus conclude

0 � �w1(x0) =
�uk(x0)

uk(x0) + "
� jruk(x0)j2

[uk(x0) + "]2
� �v"(x0)

v"(x0) + "
+
jrv"(x0)j2

[v"(x0) + "]2

=
�uk(x0)

uk(x0) + "
� �v"(x0)

v"(x0) + "

� c(x0)uk(x0)� a(x0)f(uk(x0))

uk(x0) + "
+ a(x0)

�
f
"
(v"(x0)) +

1

v"(x0) + "

�
� c(x0)v"(x0)

v"(x0) + "

= c(x0)

�
uk(x0)

uk(x0) + "
� v"(x0)

v"(x0) + "

�
� a(x0)

�
f(uk(x0))

uk(x0) + "
�
�
f
"
(v"(x0)) +

1

v"(x0) + "

��
> �a(x0)

�
f(uk(x0))

uk(x0) + "
� f

"
(uk(x0))

�
+ a(x0)

1

v"(x0) + "
> 0;

şi deci o contradiçtie.

Am ob̧tinut faptul c¼a 
uk;v" = ?. Ca o concluzie, (4.3.3) are loc.

În pasul urm¼ator vom proceda ca în Teorema 3.3.1.

Pentru orice domeniu m¼arginit 
0 � RN cu frontiera sa de clas¼a C2;� cu � 2 (0; 1),
alegem 
1 şi 
2 cu frontiera @
1 respectiv @
2 de clas¼a C2;� şi K1 întreg strict pozitiv,

astfel încât


0 �� 
1 �� 
2 �� Bk; k � K1:

Not¼am c¼a

uk(x) � u" > 0, 8x 2 BK1 ; (4.3.5)

unde BK1 este substituentul pentru Bk în (4.3.1).

Fie

hk(x) = a(x)f(uk(x))� c(x)uk(x); x 2 BK1
.
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Rezult¼a din (AC1)-(AC2), (4.3.3) şi (4.3.5) c¼a fhkg1K1
este uniform m¼arginit¼a pe 
2 şi

deci

hk 2 Lp(
2) pentru orice p > 1:

Deoarece

��uk(x) = hk(x) pentru x 2 BK1 ; (4.3.6)

are loc, observ¼am c¼a Lema 3.2.3 ne furnizeaz¼a cel pu̧tin o constant¼a pozitiv¼a C1 inde-

pendent¼a de k astfel încât

kukkW 2;p(
1)
� C1(khk(x)kLp(
2) + kukkLp(
2));8k � K1;

ceea ce înseamn¼a c¼a fkukkW 2;p(
1)
g1K1

este uniform m¼arginit.

Acum alegem p astfel încât

p > N şi p > N (1� �)�1 :

Atunci, din teorema de scufundare a lui Sobolev, Lema 3.2.1, deducem c¼an
kukkC1;�(
1) jk � K1

o
este uniform m¼arginit de o constant¼a independent¼a de k, fapt ce implic¼a

fkhkkC�(
1)g
1
K1

este uniform m¼arginit. Atunci, ca o aplica̧tie a Lemei 3.2.2, avem c¼a exist¼a o constant¼a

C2 > 0 independent¼a de k astfel încât

kukkC2+�(
0) � C2

�
khkkC�(
1) + kukkC�(
1)

�
;8k � K1;

fapt ce atrage c¼a n
kukkC2;�(
0) jk � K1

o
(4.3.7)

este uniform m¼arginit. Deoarece şirul fukg este m¼arginit în norma lui C2;�
�


0
�
deducem

din teoremele lui Ascoli-Arzela existeņta unui subşir fukjg a lui fukg şi a unei funçtii
u 2 C2

�


0
�
astfel încât 

ukj � u




C2;�(
0) ! 0;

uniform pentru j !1. Mai mult, din (4.3.1) rezult¼a c¼a u satisface ecua̧tia

��u = a(x)f(u)� c(x)u în 

0
: (4.3.8)
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Din (4.3.5), ob̧tinem c¼a

u > 0 pentru orice x 2 
0:

Aplicând rezultatele de estimare în interior ale lui Schauder în (4.3.8) vedem c¼a

u 2 C2;�(
0):

Deoarece 
0 este ales arbitrar, ob̧tinem c¼a

ukj ! u (punctual) în C2;�loc (R
N)

şi

u > 0 în RN :

Cum (4.3.3) are loc ob̧tinem c¼a

lim
jxj!1

u(x) = 0:

Aceste rela̧tii încheie demonstra̧tia Teoremei 4.3.1.

Remarca 4.3.1 Teorema 4.3.1 acoper¼a clasele de funcţii

f(u) = u�
 + u�(cosu+ 1)=2; cu 
; � 2 (0; 1)

şi respectiv

f(u) = u
+1[ln(u+ 1)]�1 + sin (u) + 2 unde � 1 < 
 < 0 iar  2 C2(R):

Încheiem capitolul cu un ultim rezultat:

Remarca 4.3.2 Fie s 2 (0; 1), q 2 (0; 2]. Dac¼a ipotezele Teoremei 4.3.1 sunt îndeplinite
atunci problema de tip Lane, Emden şi Fowler cu termenul gradient mixt

��u+ c(x)u = a(x)[f(u)� jrujq + jrujs] în RN ;

u > 0 în RN ; (4.3.9)

u(x) ! 0 când jxj ! 1;

are cel puţin o soluţie u 2 C2;�loc (RN).

Demonstra̧tie: Consider¼am urm¼atoarea problem¼a

��u+ c(x)u = a(x)[f(u)� jrujq + jrujs] în Bk;

u > 0 în Bk; (4.3.10)

u = 0 pe @Bk:
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Vom folosi din nou metoda sub şi super-solu̧tiei datorat¼a lui ShangBin Cui, Lema 4.2.1,

pentru a ob̧tine existeņta solu̧tiei lui (4.3.10). Pentru aceasta, �e

u" 2 C(Bk) \ C2+�(Bk)

respectiv

u" 2 C(Bk) \ C2+�(Bk)

aceleaşi funçtii construite în Teorema 4.3.1.

Observ¼am c¼a u" satisface

��u" + c(x)u" � a(x)[f(u")�
��ru"��q + ��ru"��s] în Bk,

u" > 0 în Bk,

u"j@Bk
= 0

adic¼a, u" este o sub-solu̧tie a problemei (4.3.10).

Pe de alt¼a parte funçtia u" veri�c¼a

��u" + c(x)u" � a(x)[f(u" )� jru" jq + jru" js] în Bk,

u" > 0 în Bk,

u"j@Bk = 0

adic¼a, u" este o super-solu̧tie a problemei (4.3.10).

Clar, argumentele din demonstra̧tia Teoremei 4.3.1 con�rm¼a

u" � u" în Bk.

Aplicând metoda sub şi super-solu̧tiei g¼asim cel pu̧tin o solu̧tie

uk 2 C(Bk) \ C2+�(Bk);

a problemei (4.3.10) astfel încât

u" (x) � uk(x) � u" (x) pentru orice x 2 Bk.

Concluzia �nal¼a poate � ob̧tinut¼a urmând paşii din Teorema 4.3.1 şi Teorema 3.3.2.

Meņtion¼am aici c¼a probleme similare lui (4.3.10) au fost propuse de autorii Kusano,

Swanson şi Usami în [85] respectiv de autorii Noussair şi Swanson în [114] într-o form¼a

particular¼a.
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4.4 Comentarii

Demonstra̧tiile de mai sus pot � adaptate şi cazului când f nu este neap¼arat o

funçtie singular¼a în 0. În referiņta [6] autorul caracterizeaz¼a procese de reaçtie difuzie

prin ecua̧tii dezb¼atute în aceast¼a seçtiune. Necunoscuta u � 0 este v¼azut¼a ca �ind

densitatea unui reactant. În referiņta [94] autorii arat¼a c¼a aceste tipuri de probleme

apar în teoria controlului stochastic. Varietatea aplica̧tiilor practice în care aceste tipuri

de probleme apar impune studiul lor permanent. Astfel, exist¼a un interes continuu în

stabilirea existeņtei solu̧tiilor problemelor dezb¼atute.
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Capitolul 5

Rezultate de existeņt¼a şi unicitate a
solu̧tiei pentru o problem¼a
semiliniar¼a de tip Lane, Emden şi
Fowler cu funçtia neliniar¼a
depinzând de termenul gradient

5.1 Introducere

Scopul acestui capitol este de a ob̧tine rezultate de existeņt¼a şi unicitate a solu̧tiilor

pentru problema (P�) din urm¼atoarea clas¼a de probleme:8><>:
��u = �a(x) (g(u)� jrujq) în 
 � RN ;
u > 0 în 
;

u(x) = 0 când x! @
;

(5.1.1)

unde N > 2, 0 < q < 2; � > 0 este un parametru şi 
 � RN este un domeniu m¼arginit

cu frontiera @
 de clas¼a C2;�; � 2 (0; 1) sau 
 = RN . Pentru 
 = RN condi̧tia u(x) = 0
când x! @
 înseamn¼a limjxj!1 u (x) = 0.

Vom presupune, în plus, c¼a a : RN ! R satisface urm¼atoarele propriet¼a̧ti:

(A1) a 2 C0;�loc (RN) pentru � 2 (0; 1);
(A2) a(x) > 0 oricare ar � x 2 RN ;
(A3) pentru '(r) = maxjxj=r a(x) avemZ 1

0

r'(r)dr <1;

şi c¼a funçtia neliniar¼a g 2 C1((0;1); (0;1)) satisface:
(g1) lim

t&0
g(t)
t
= g0 =1;

(g2) lim
t%1

g(t)
t
= g1 2 [0;1] :
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În �zic¼a problema de tip Lane, Emden şi Fowler (5.1.1) apare în teoria câmpurilor

neliniare. Deoarece, ecua̧tiile de tip Lane�Emden-Fowler au aplica̧tii semni�cative în

multe domenii ale ştiiņtei, o varietate de forme ale problemelor (5.1.1) au fost intensiv

studiate de mai muļti cercet¼atori (vezi spre exemplu [22, 32, 57, 63, 119, 120]).

Studiul nostru este motivat de recentele lucr¼ari ale autorilor Chai, Niu şi Zhao [22],

Goncalves şi Silva [70] şi autorului [32] unde existeņta solu̧tiei pentru probleme ca (4.1.1)

este determinat¼a.

Vom meņtiona câteva din rezultatele ob̧tinute în lucrarea [70] ce coņtine unul din cele

mai importante rezultate de existeņt¼a a solu̧tiilor pentru problemele de tip Lane, Emden

şi Fowler. Goncalves şi Silva au investigat existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii pozitive

pentru ecua̧tia (P+) în cazul N � 3; 0 < q < 1 şi � parametru strict pozitiv, funçtia a

satisface (A1)-(A3) iar g : (0;1)! (0;1) este de clas¼a C1 şi îndeplineşte (g1)-(g2).

Not¼am, mai mult, c¼a pentru cazul 
 6= RN problema (P+) nu este studiat¼a în

prezeņta condi̧tiilor Dirichlet omogene. Cu alte cuvinte, ecua̧tia (P+) este studiat¼a de

autorii referiņtei [70] doar în cazul 
 = RN .

Sub condi̧tia suplimentar¼a s 7�! g(s)=s este strict descresc¼atoare în (0;1) rezultate
similare au fost ob̧tinute în lucrarea [22] când � este înlocuit de operatorul �p şi când

termenul gradient lipseşte.

Acum, reamintim rezultate recente strict legate de interesul prezentului capitol. A

fost demonstrat în [46] c¼a dac¼a (A1)-(A3) au loc atunci problema (P�) admite o unic¼a
solu̧tie în ipoteza c¼a g(s) := s�
; 
 > 0. Mai recent a fost ar¼atat în [32], c¼a dac¼a

(A1)-(A3) au loc atunci (P�) admite cel pu̧tin o solu̧tie sub condi̧tiile � = 1, g0 = 1
şi g1 = 0. Aceste ultime condi̧tii apar în cartea lui Littlewood [91] unde el propune

studiul m¼arginirii tuturor solu̧tiilor unei probleme similare lui (5.1.1).

Motiva̧ti de recentele rezultate din [22] sau [70] în cazul problemei (P+) sau de tip

(P+) în care s-a stabilit existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii sub ipoteza c¼a a este pozitiv¼a

şi local Holder continu¼a iar g este de clas¼a C1 satisf¼acând (g1)-(g2) vom ob̧tine în acest

capitol rezultate de existeņt¼a a solu̧tiei pentru problema (P�) similare celor ob̧tinute
în [70]. Mai mult, scopul nostru este s¼a consider¼am ecua̧tia (P�) în �ecare muļtime

 anuņtat¼a. Deci, rezultatele noastre extind principalele rezultate din [46] şi unul din

rezultatele din [32]. Mai mult noi direçtii vor � descoperite în cazul ambelor probleme

(P�).

Rezultatul de existeņt¼a ob̧tinut pentru problema (5.1.1) se bazeaz¼a pe principiul
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compara̧tiei, metoda sub şi super-solu̧tiilor precum şi pe câteva idei din [22, 32, 70].

Structura acestui capitol este dup¼a cum urmeaz¼a: În Seçtiunea 5.2 vom da câteva

leme suplimentare. Rezerv¼am Seçtiunea 5.3 rezultatelor principale.

5.2 Rezultate preliminare

Pentru început vom prezenta câteva de�ni̧tii ce pot � consultate în lucrarea lui

ShangBin Cui (vezi [37]).

Fie 
 � RN un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2;�; � 2 (0; 1).

De�ni̧tia 5.2.1 O funcţie u 2 C
�


�
\C2 (
) se numeşte super-soluţie pentru problema

��u = �a(x) (g (u)� jrujq) în 
,

u > 0 în 
, (5.2.1)

u = 0 pe @
;

dac¼a

��u � �a(x) (g (u)� jrujq) în 
,

u > 0 în 
,

u = 0 pe @
:

De�ni̧tia 5.2.2 O funcţie u 2 C
�


�
\ C2 (
) se numeşte sub-soluţie pentru problema

(5.2.1) dac¼a

��u � �a(x) (g (u)� jrujq) în 
,

u > 0 în 
,

u = 0 pe @
:

Urm¼atoarea lem¼a ne este folositoare.

Lema 5.2.1 (vezi [37]) Fie 
 � RN un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2;�;
� 2 (0; 1). Presupunem c¼a problema (5.2.1) are o super-soluţie u şi o sub-soluţie u astfel
încât u(x) � u(x) pentru orice x 2 
, atunci problema (5.2.1) are cel puţin o soluţie
u 2 C

�


�
\ C2;� (
) (� 2 (0; 1)) astfel încât u � u � u în 
.

Urm¼atorul rezultat poate � reg¼asit în [64] într-o form¼a mai general¼a.

67
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Lema 5.2.2 Dac¼a a satisface (A1), (A2) iar 
 � RN este un domeniu m¼arginit cu

frontiera @
 de clas¼a C2;�; � 2 (0; 1) atunci

��w1 = a(x) în 
,

w1 > 0 în 
, (5.2.2)

w1 = 0 pe @
,

are o unic¼a soluţie w1 2 C2;�(
). Mai mult, exist¼a constantele l1 � k1 > 0, astfel încât

k1d(x) � w1 (x) � l1d(x) pentru orice x 2 
, unde d(x) denot¼a distanţa de la x 2 
 la
frontiera @
.

Un instrument indispensabil în demonstra̧tiile noastre este urm¼atorul rezultat:

Lema 5.2.3 (vezi [70]) Dac¼a g 2 C1 ((0;1) ; (0;1)) este o funcţie de clas¼a C1 ce

satisface (g1)-(g2) cu g0 =1 şi 0 � g1 <1 atunci exist¼a funcţiile de clas¼a C1 notate

gg; gg : (0;1)! (0;1) astfel încât:

i) gg (s) � g(s)
s
� gg(s) oricare ar � s > 0;

ii) gg, gg sunt funcţii descresc¼atoare;

iii) gg(s)! g1 când s!1;

iv) gg(s)! g0 când s!1.

În urm¼atoarea lem¼a va �probat¼a existeņta unei super-solu̧tii pentru problema (P�).

Lema 5.2.4 Fie 
 � RN un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2;�; � 2 (0; 1),
0 < q � 2 şi � > 0. Presupunem c¼a (A1)-(A2) şi (g1)-(g2) au loc. În aceste ipoteze

exist¼a constantele ��ii:=0;1 2 (0;1) astfel încât dac¼a una din urm¼atoarele condiţii

i) g0 =1; 0 � g1 <1; 0 < � � ��0;
ii) g0 = g1 =1; 0 < � � ��1;

are loc, atunci exist¼a constanta strict pozitiv¼a �� := �� (�) şi funcţia v� := v�� 2 C
�


�
\

C2(
) cu jv��j1 = �� satisf¼acând8><>:
��v� � �a(x) (g(v�)� jrv�jq) în 
;
v� > 0 în 
;

v�(x) = 0 când x 2 @
:
(5.2.3)
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Demonstra̧tie: Veri�carea a�rmaţiei i). Fie w1 2 C2;�
�


�
unica solu̧tie pentru

problema (5.2.2) şi w� funçtia de�nit¼a prin

w�(x) := �w1(x) pentru orice x 2 
: (5.2.4)

Not¼am

a0 := max
x2


w1(x) şi ��0 =
1

a0

1

g1
: (5.2.5)

Alegem � 2 (0;��0] şi consider¼am pentru început funçtia

H�
gg (y) :=

1

a0y

Z y

0

z

hgg(z)
dz; y > 0

unde hgg(z) := z
�
gg(z) + 1

z

�
; z > 0 iar gg este aceeaşi funçtie din Lema 5.2.3. Observ¼am

c¼a

lim
y!1

H�
gg (y) = lim

y!1

R y
0

z
h
gg
(z)
dz

a0y
= lim

y!1

1

a0

y

hgg(y)
=

1

a0g1
= ��0, (5.2.6)

şi

lim
y!0

1

a0y

Z y

0

z

hgg(z)
dz = 0. (5.2.7)

Din rela̧tiile (5.2.6) şi (5.2.7) deducem c¼a, pentru orice � 2 (0;��0] exist¼a �� 2 (0;1)
astfel încât

H�
gg (�

�) = �; (5.2.8)

sau, echivalent
1

��

Z ��

0

t

hgg(t)
dt = �a0: (5.2.9)

De�nim I� : 
� [0; ��]! R, prin

I�(x; s) = w�(x)� 1

��

Z s

0

z

hgg(z)
dz; (5.2.10)

şi observ¼am c¼a
@I�(x; s)

@s
= � 1

��
s

hgg(s)
< 0; s > 0; x 2 
:

Aceasta imediat implic¼a c¼a I� este funçtie bijectiv¼a în raport cu s şi deci, conform [19, 106]

ob̧tinem c¼a exist¼a o unic¼a funçtie v� : 
 ! [0; ��] ce apaŗtine spa̧tiului C
�


�
\ C2 (
)

astfel încât

I�(x; v�(x)) = 0; x 2 
;

sau echivalent

w�(x) =
1

��

Z v�(x)

0

z

hgg(z)
dz; (5.2.11)
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este bine de�nit¼a. Acum deoarece w� (x) = 0 când x ! @
 rezult¼a din (5.2.11) c¼a

v� (x) = 0 când x! @
. Desigur, r¼amâne s¼a prob¼am c¼a

max
x2


v� (x) = �� 8x 2 
: (5.2.12)

Din (5.2.4) şi (5.2.5) g¼asim în punctul x0, unde maximumul este atins c¼a w� (x0) =

maxx2
w
� (x) = �a0 iar din (5.2.9) - (5.2.11) avem

w� (x0) = �a0 =
1

��

Z ��

0

z

hgg (z)
dz � w� (x) =

1

��

Z v�(x)

0

z

hgg (z)
dz;

şi

I�(x0; �
�) = w�(x0)�

1

��

Z ��

0

z

hgg(z)
dz = 0

deci (5.2.12) pentru �� = v� (x0). Ar¼at¼am c¼a v� construit¼a în (5.2.11) este o super-solu̧tie

pentru problema (P�).

Derivînd în (5.2.11) în raport cu x avem

��v� � �a (x) v�
�
hgg (v

�) +
1

v�

�
în 
:

Combinând cele ob̧tinute avem urm¼atoarele

��v� � �a(x) (g (v�)� jrv�jq) în 
,

v� > 0 în 
;

v�(x) ! 0 când x! @
,

fapt ce a probat (i).

Veri�carea a�rmaţiei ii). Observ¼am c¼a exist¼a m > 0 astfel încât

�(s) :=

(
g(s) dac¼a 0 < s � m

Ims dac¼a s > m;

este o funçtie de clas¼a C1 ((0;1) ; (0;1)), �(s)
s
! 1 când s ! 0 şi �(s)

s
! Im când

s!1 demonstrat pentru Im := infs>0
g(s)
s
= g(m)

m
(vezi de exemplu [70]).

Consider¼am

H�
g�
(y) :=

1

a0y

Z y

0

z

h
g�
(z)

dz; y > 0

unde h
g�
(z) := z

�
g�(z) + 1

z

�
şi g� este funçtia analoag¼a din Lema 5.2.3 ce corespunde

lui �.
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Fie

��1 := min

�
1

a0

1

Im
; H�

g�
(m)

�
:

Ca în veri�carea a�rma̧tiei i) rezult¼a c¼a, alegând un num¼ar � 2 (0;��1] putem g¼asi

�� := ��(�) 2 (0;m] şi o funçtie v� : 
! [0; ��] astfel încât

��v� � �a (x)h
g�
(v�) � �a(x) (g (v�)� jrv�jq) în 
,

v� > 0 în 
,

v�(x) = 0 când x! @
.

Aceasta încheie demonstra̧tia lemei.

Urm¼atorul obiectiv al seçtiunii este de a demonstra existeņta unei super-solu̧tii pentru

problema (P�) în RN .

Lema 5.2.5 Fie 0 < q � 2 şi � > 0. Presupunem c¼a (A1)-(A3) şi (g1)-(g2) au loc. În

aceste ipoteze exist¼a constantele strict pozitive �ii:=0;1 2 (0;1) astfel încât dac¼a una din
urm¼atoarele condiţii

i) g0 =1; 0 � g1 <1; 0 < � � �0;
ii) g0 = g1 =1; 0 < � � �1;

are loc, atunci exist¼a constanta strict pozitiv¼a � := � (�) şi o funcţie cu simetrie radial¼a

v := v� 2 C2(RN) cu jv�j1 = � satisf¼acând8><>:
��v � �a(x) (g(v)� jrvjq) în RN ;
v > 0 în RN ;
v(x)! 0 când jxj ! 1:

(5.2.13)

Demonstra̧tie: Veri�carea a�rmaţiei i). Consider¼am

	(�) := �1�N
Z �

0

�N�1'(�)d�; � > 0.

Un calcul simplu arat¼a c¼a

lim
�!0

	(�) = lim
�!1

	(�) = 0.

Rela̧tia de mai sus arat¼a c¼a 	 este m¼arginit¼a pe (0;1) şi c¼a ea poate � extins¼a prin
continuitate în origine alegând 	(0) = 0. Integrând 	(�) de la 0 la 1 şi folosind regula

lui L�Hospital ca în [88] avemZ 1

0

	(�)d� =
1

N � 2

Z 1

0

r'(r)dr := K.
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Fie �0 = 1=Kg1 şi � 2 (0;�0]. De�nim w (jxj) := w� (jxj) pentru orice x 2 RN prin

w(r) := �

�Z 1

0

	(�)d� �
Z r

0

	(�)d�

�
= �

Z 1

r

	(�)d�; r := jxj > 0. (5.2.14)

Deoarece funçtia w (r) este de�nit¼a prin (5.2.14) rezult¼a c¼a

w(0) = �K (5.2.15)

şi c¼a w satisface
��w = �' (jxj) în RN ;

w > 0 în RN ;
w (jxj)! 0 când jxj ! 1.

(5.2.16)

Consider¼am funçtia continu¼a

Hgg (r) :=
1

Kr

Z r

0

t

hgg(t)
dt; r > 0

unde hgg(t) := t
�
gg(t) + 1

t

�
; t > 0. Din argumente similare demonstra̧tiei Lemei 5.2.4

vedem c¼a

lim
r!1

Hgg (r) =
1

Kg1
= �0, (5.2.17)

şi

lim
r!0

Hgg (r) = 0. (5.2.18)

Folosind (5.2.17) şi (5.2.18) rezult¼a c¼a pentru orice � 2 (0;�0] exist¼a � 2 (0;1) astfel
încât

Hgg (�) = �;

sau, echivalent
1

�

Z �

0

t

hgg(t)
dt = �K: (5.2.19)

Ca mai sus, de�nim funçtia I : [0;1)� [0; �]! R, prin

I(t; s) = w(t)� 1

�

Z s

0

t

hgg(t)
dt:

Rezult¼a c¼a

I(t; 0) = w(t) > 0 pentru t � 0;

şi din (5.2.19) şi (5.2.14) c¼a

I(t; �) = w(t)� 1

�

Z �

0

t

hgg(t)
dt < 0:

Pe de alt¼a parte
@I(t; s)

@s
= � 1

�

s

hgg(s)
< 0; s > 0:
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Atunci exist¼a funçtia v : [0;1)! [0; �] astfel încât

I(r; v(r)) = 0; r > 0;

sau, echivalent

w(r) =
1

�

Z v(r)

0

t

hgg(t)
dt: (5.2.20)

Poate � ar¼atat acum, ca în demonstra̧tia Lemei 5.2.4 c¼a

v � �.

Pe de alt¼a parte, derivînd rela̧tia (5.2.20) în raport cu r g¼asim

rv = �' (r)
hgg(v)

v
rw (5.2.21)

şi, mai mult, derivînd în (5.2.21) ob̧tinem, folosind şi proprietatea

s 7�! hgg(s)=s

este descresc¼atoare, c¼a

��v � ��
hgg(v)

v
�w: (5.2.22)

Folosind (5.2.16) şi (5.2.22) avem

��v � ��
hgg (v)

v
' (r) � �hgg(v)' (r) :

Aceast¼a inegalitate a demonstrat c¼a

��v � �a(x) (g (v)� jrvjq) ;

rela̧tie ce are loc în RN . Acum, deoarece w(r) ! 0 când r ! 1 rezult¼a din (5.2.20)

c¼a v(r) ! 0 când r ! 1. Pe de alt¼a parte w(0) = �K, şi deci din (5.2.20), (5.2.14) şi

(5.2.19) avem

w(0) =
1

�

Z �

0

t

hgg(t)
dt

respectiv

w(0) =
1

�

Z v(0)

0

t

hgg(t)
dt:

Deoarece v (0) = � şi v este cu simetrie radial¼a avem c¼a jv�j1 = �. Aceasta încheie

demonstra̧tia lui (i).

Veri�carea a�rmaţiei ii). Observ¼am c¼a exist¼a m > 0 astfel încât

�(s) :=

(
g(s) dac¼a 0 < s � m

Ims dac¼a s > m;
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este o funçtie de clas¼a C1 ((0;1) ; (0;1)), �(s)
s
! 1 când s ! 0 şi �(s)

s
! Im când

s!1 demonstrat pentru Im := infs>0
g(s)
s
= g(m)

m
(vezi de exemplu [70]).

Punem

H
g�
:=

1

Kr

Z r

0

t

h
g�
(t)
dt; r > 0

pentru h
g�
(t) := t

�
g�(t) + 1

t

�
şi g� funçtia analoag¼a din Lema 5.2.3.

Fie

�1 := min

�
1

KIm
; H

g�
(m)

�
şi alegem � 2 (0;�1]. Un argument similar demonstra̧tiei a�rma̧tiei i) conclude c¼a exist¼a
� := �(�) 2 (0;m] şi o funçtie v : [0;1)! [0; �] astfel încât

��v � �h
g�
(v)' (r) � �a(x) (g (v)� jrujq) în RN ,

v > 0 în RN ,

v(r) ! 0 când r !1,

şi demonstra̧tia este complet¼a.

În cele ce urmeaz¼a vor � folosite: Not¼am prin �1(a;
) valoarea proprie corespunz¼a-

toare funçtiei proprii strict pozitive !1 (a;
) a problemei

��! = �a(x)! în 
, ! = 0 pe @
:

Mai mult, se ştie c¼a

�1(a;
) := inf

( R


jr!j2 dxR



a(x) j!j2 dx

��! 2 W 1;2
0 (
) , ! 6= 0

)
. (5.2.23)

Combinând rezultatele acestei seçtiuni vom demonstra acum rezultatele principale. Ele

se a�¼a sub recenzie în [34].

5.3 Rezultate principale

Primul rezultat al acestui capitol, este:

Teorema 5.3.1 Fie � > 0, 0 < q � 2 şi 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera
@
 de clas¼a C2;� � 2 (0; 1). Presupunem c¼a g : (0;1)! (0;1) este funcţie de clas¼a C1

ce satisface (g1)-(g2) iar a : RN ! R îndeplineşte (A1)-(A2). În aceste ipoteze exist¼a

constantele strict pozitive ��0; �
�
1 astfel încât dac¼a una din urm¼atoarele condiţii

i) g0 =1; 0 � g1 <1; 0 < � � ��0;
ii) g0 = g1 =1; 0 < � � ��1;
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are loc, atunci exist¼a funcţia u := u� 2 C2;� (
) \ C
�


�
unde � 2 (0; 1), satisf¼acând

(P�) şi constanta strict pozitiv¼a �� := ��� (�) astfel încât u � ��.

Demonstra̧tie: Veri�carea a�rmaţiei i). Vom începe prin a construi o sub-solu̧tie

pentru ecua̧tia (P�). Fie � 2 (0;��0]. Pentru a simpli�ca nota̧tia în (5.2.23), punem

�1(�a) := �1(�a;
);

şi

!1;� := !1 (�a;
) 2 C2;�
�


�
; � 2 (0; 1) :

Sub aceste nota̧tii avem

��!1;� = �1(�a)�a(x)!1;� în 
;

!1;� > 0 în 
;

!1;� = 0 pe @
:

Construim sub-solu̧tia necesar¼a. Folosim câteva idei din Lema 4.2.4. Observ¼am c¼a

ipotezele lui gg garanteaz¼a existeņta unei constante strict pozitive � := �(�) > 0 astfel

încât

gg (s) � �1(�a)"+max
x2


f"q jr!1;�jqg ; s 2 (0; �) cu " := q= (q � 1) : (5.3.1)

Vom ar¼ata c¼a u = c (!1;�)
" unde c este o constant¼a strict pozitiv¼a cu proprietatea

0 < c < min

�
1;

�

[maxx2
 !1;�]
"

�
; (5.3.2)

este o sub-solu̧tie pentru (P�). Într-adev¼ar, aceast¼a discu̧tie general¼a implic¼a

��u+ a(x) jrujq

= c" (!1;�)
"�1 �1(�a)�a(x)!1;� � c" ("� 1) (!1;�)"�2 jr!1;�j2 + a(x) (c")q (!1;�)

" jr!1;�jq

� c" (!1;�)
"�1 �1(�a)�a(x)!1;� + a(x)c � cq�1"q (!1;�)" jr!1;�jq

� �c (!1;�)
" a (x)

�
�1(�a)"+max

x2

["q jr!1;�jq]

�
� �a (x) c (!1;�)

" gg (c (!1;�)
") = �a (x)ugg (u) � �a (x) g (u) în 
;

demonstrând ce ne-am propus.

Fie u := v� funçtia din Lema 5.2.4 i). Atunci

��u � �a (x)hgg(u) � �a(x)g(u) în 
;

u > 0 în 
;

u = 0 pe @
;
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adic¼a u este o super-solu̧tie pentru problema (P�).

Vom demonstra c¼a

u (x) � u (x) în 
. (5.3.3)

Ra̧tion¼am prin reducere la absurd. Presupunem contrariul: exist¼a x0 2 
 astfel încât

u (x0) > u (x0) în 
. (5.3.4)

Mai mult, pentru a veri�ca (5:3:3), este su�cient s¼a observ¼am c¼a

sup
x2


(lnu (x)� lnu (x)) > 0:

Atunci în punctul x1 2 
 unde supremumul este atins avem

r (lnu (x1)� lnu (x1)) = 0

şi

�(lnu (x1)� lnu (x1)) � 0:

Folosind aceste rezultate ob̧tinem

0 � � lnu (x1)�� lnu (x1) =
�u (x1)

u (x1)
� �u (x1)

u (x1)
(5.3.5)

�
��a(x)gg (u(x1))u(x1) + jru(x1)jq

u(x1)
+
�a (x)hgg (u(x1))

u(x1)

� ��a(x)gg (u(x1)) + �a (x)
�
gg (u(x1)) +

1

u(x1)

�
= ��a(x)

�
gg (u(x1))� gg (u(x1))�

1

u(x1)

�
> 0

ceea ce reprezint¼a o contradiçtie. Deci (5.3.3) este probat.

Atunci Lema 5.2.1 garanteaz¼a existeņta unei funçtii u (x) 2 C
�


�
\ C2;� (
) astfel

încât

u (x) � u(x) � u (x) pentru orice x 2 
,

satisf¼acând (P�) şi demonstra̧tia lui i) este complet¼a. Argumente similare folosite pentru
demonstra̧tia lui i), conclud ii) (vezi şi [70]). Aceasta încheie demonstra̧tia Teoremei

5.3.1.

În cele ce urmeaz¼a, ne concentr¼am ateņtia pentru a extinde rezultatul din Teorema

5.3.1 întregii muļtimi RN .
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Teorema 5.3.2 Fie 0 < q � 2 şi � > 0. Presupunem c¼a A1)-A3) şi g1)-g2) au loc. În

aceste ipoteze exist¼a numerele strict pozitive �eii=0;1, astfel încât dac¼a una din condiţiile

i) g0 =1; 0 � g1 <1; 0 < � � �e0;
ii) g0 = g1 =1; 0 < � � �e1;

este îndeplinit¼a, exist¼a o constant¼a � > 0 ce depinde doar de � şi o funcţie u := u� 2
C2;�loc

�
RN
�
� 2 (0; 1) cu u � � satisf¼acând problema (P�). Dac¼a în plus, q 2 [1; 2] şi

exist¼a 
 > 0 astfel încât funcţia u 7�! g (u) = (u+ 
) este strict descresc¼atoare pe (0;1)
atunci soluţia u := u� este unic¼a.

Demonstra̧tie: Existeņta. Not¼am prin

Bn :=
�
x 2 RN jjxj < n

	
bila de centru zero şi raz¼a n � 1 întreg. Alegem

�eii=0;1 = min
n
�ii=0;1 ;�

�
ii=0;1

o
unde �ii=0;1 şi �

�
ii=0;1

sunt aceleaşi constante din Lemele 5.2.4, 5.2.5.

Veri�carea a�rmaţiei i). Fie � 2 (0;�e0] şi consider¼am problema

��un = �a(x) (g (un)� jrunjq) în Bn,

un > 0 în Bn, (5.3.6)

un = 0 pe @Bn:

În acord cu Teorema 5.3.1 i) avem c¼a (5.3.6) are cel pu̧tin o solu̧tie un 2 C2 (Bn)\C
�
Bn

�
.

Acum not¼am c¼a

0 < u � un � ��; (5.3.7)

unde u este sub-solu̧tia corespunz¼atoare lui 
 = Bn iar �� este constanta determinat¼a în

Teorema 5.3.1 i). În afara bilei Bn punem un = 0. Funçtia rezultat¼a este în RN . Fie v�
aceeaşi funçtie din Lema 5.2.5. Putem uşor deduce din (5.3.5) c¼a

0 < un (x) � v� (x) pentru orice x 2 RN , (5.3.8)

deoarece v� > 0 în RN şi un = 0 în RNnBk.
Eseņtial, un argument standard, vezi Capitolul 4, arat¼a c¼a fung coņtine un subşir,

pe care-l not¼am tot prin fung, astfel încât funçtia de�nit¼a prin

u(x) := lim
n!1

un(x),
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satisface

��u = �a(x) (g (u)� jrujq) în 
0,

u > 0 în 
0,

u 2 C2
�

0
�

pentru orice domeniu m¼arginit 
0 �� Bk cu @
0 de clas¼a C2;� � 2 (0; 1). Mai mult,
prin construçtie, rezult¼a c¼a u > 0 în 
0 şi din teoremele de regularitate ale lui Schauder

u 2 C2;�
�

0
�
. Ca o conseciņt¼a, u 2 C2;�loc

�
RN
�
. Din (5.3.8) ob̧tinem c¼a limjxj!1 u (x) = 0

şi deci u este o solu̧tie a problemei (P�).

Veri�carea a�rmaţiei ii). Select¼am � astfel încât � 2 (0;�e1]. Avem din Teorema

5.3.1 ii) c¼a problema (5.3.6) admite cel pu̧tin o solu̧tie

un 2 C
�
Bn

�
\ C2 (Bn) ;

satisf¼acând 0 < u � un � �� în Bn.

Demonstra̧tia se continu¼a acum ca în cazul i).

Unicitatea. Presupunem c¼a u şi v sunt solu̧tii arbitrare ale problemei (4.1.1). Vom

ar¼ata c¼a u � v sau, echivalent,

u (x) + 
 � v (x) + 
 pentru orice x 2 RN .

Presupunem contrariul. Not¼am

�(x) :=
u (x) + 


v (x) + 

� 1 pentru x 2 RN .

Deoarece avem

lim
jxj!1

� (x) = 0

deducem c¼a

max
RN

� (x) ;

exist¼a şi este pozitiv. În punctul x0 unde maximumul este atins

r�(x0) = 0

şi

��(x0) � 0;
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fapt ce implic¼a �
� (v + 
)�u+ (u+ 
)�v

�
(x0) � 0; (5.3.9)

şi

(v(x0) + 
)ru(x0) = (u(x0) + 
)rv (x0) : (5.3.10)

Din (5.3.9) şi (5.3.10) avem�
g(u)

u+ 

� g(v)

v + 


�
(x0) +

�
jrvjq
v + 


� jruj
q

u+ 


�
(x0) � 0; (5.3.12)

sau, echivalent�
g(u)

u+ 

� g(v)

v + 


�
(x0) +

�
(v(x0) + 
)q�1 � (u(x0) + 
)q�1

�
jru(x0)jq

(u(x0) + 
)q
� 0: (5.3.13)

Acum deoarece

0 � q � 1 � 1 şi u(x0) > v(x0)

rezult¼a c¼a

(v(x0) + 
)q�1 � (u(x0) + 
)q�1 � 0;

Atunci (5.3.13) implic¼a �
g(u)

u+ 

� g(v)

v + 


�
(x0) � 0;

fapt ce reprezint¼a o contradiçtie cu t 7�! g(t)
t+


este funçtie strict descresc¼atoare pe (0;1).
Deci

u � v în RN :

Absolut analog ob̧tinem

v � u în RN :

foŗtând u(x) = v(x) pentru orice x 2 RN . Aceasta încheie demonstra̧tia Teoremei 5.3.2.

Încheiem seçtiunea cu urm¼atoarele observa̧tii.

Remarca 5.3.1 În acelaşi mod ca mai sus obţinem unicitatea soluţiei pentru problema

(P+).

Remarca 5.3.2 Teoremele noastre se aplic¼a clasei de funcţii

g1 (s) := 1=s+ (2 + cos s) + s

caz în care g0 =1 şi g1 = 1 respectiv

g2 (s) := 1=s+ s2 (2 + sin (1=s)) + s

caz în care g0 =1 = g1.
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5.4 Comentarii

Comportamentul asimptotic al solu̧tiilor în RN poate � ob̧tinut folosind Lema 5.2.2

şi câteva idei care pot � g¼asite în [29]. Un rezultat similar în aceast¼a direçtie poate �

consultat în [68].

Dup¼a acest studiu putem constata din referiņta [57] c¼a rezultatele acestui capitol sunt

cheia în rezolvarea problemei mai generale

��u = �f(x; u)� a(x) jrujq în RN ;

u > 0 în RN ;

u (x) ! 0 când jxj ! 1;

cu ipoteze adi̧tionale funçtiei f(x; u).
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Capitolul 6

Rezultate de existeņt¼a a solu̧tiei
pentru o problem¼a eliptic¼a
cvasiliniar¼a de tip Bieberbach şi
Rademacher în domenii m¼arginite

6.1 Introducere

Fie p 2 (1;1) şi g : [0;1)! [0;1) o funçtie de clas¼a C1 cu propriet¼a̧tile:

(G1) g(0) = 0; g(s) > 0 8s > 0 şi g0(s) � 0 8s � 0;

(G2) exist¼a �1 > 0 astfel încât
R1
�1
(G(t))�1=p dt <1 pentru G(t) =

R t
0
g(z)dz.

În acest capitol, ne vom ocupa de studiul solu̧tiilor pozitive pentru problema eliptic¼a

cvasiliniar¼a de urm¼atorul tip:

�pu = g(u) în 
, u > 0 în 
, uj@
 =1; (6.1.1)

unde 
 este un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2 al lui RN(N � 2), iar

condi̧tia uj@
 =1 înseamn¼a c¼a:

lim
x!x0

u(x) = +1; 8x0 2 @
: (6.1.2)

Studiul problemei (6.1.1) este atras de numeroasele aplica̧tii practice. Spre exemplu,

în cazul p = 2 şi g(u) = u2, Pohozaev [116] a ar¼atat c¼a aceast¼a problem¼a apare în studiul

mi̧scarii unui gaz într-un spa̧tiu închis.

Pe de alt¼a parte, în contextul ecua̧tiilor cu derivate paŗtiale, analizând din nou arti-

colele [81], [117] unde (6.1.1) este considerat¼a pentru cazul particular p = 2, observ¼am c¼a

Keller şi Osserman au g¼asit condi̧tii necesare şi su�ciente lui g ce au garantat existeņta

a cel pu̧tin unei solu̧tii ce veri�c¼a problema (6.1.1).
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În cazul când 
 � RN este un domeniu m¼arginit cu frontiera de clas¼a C2 problema
(6.1.1) este considerat¼a în cazul general de Matero [104] în ipoteza c¼a g este o funçtie

continu¼a, pozitiv¼a, cresc¼atoare pe R+ iar

	p(t) :=

Z 1

t

�
p

p� 1

Z s

0

g(t)dt

��1=p
ds

este bine de�nit¼a pentru t > 0. În aceste ipoteze el demonstreaz¼a c¼a exist¼a cel pu̧tin o

solu̧tie u 2 W 1;p
loc (
) ce veri�c¼a (6.1.1). Mai mult, este aratat c¼a exist¼a � 2 (0; 1) astfel

încât u 2 C1;�(K) pentru orice muļtime compact¼a K � 
 şi

lim
x!@


	p(u(x))

dist(x; @
)
= 1 uniform în 
.

Datorit¼a tehnicii demonstra̧tiei, Matero nu a reuşit s¼a demonstreze c¼a aceste condi̧tii

impuse lui g sunt şi su�ciente în studiul existeņtei solu̧tiilor.

Inspirat de tehnica demonstra̧tiei lui Bandle şi Marcus [9], Keller [81] şi Osserman

[117] în cazul p = 2 şi Matero [104] pentru cazul general p 2 (1;1) vom stabili în acest

capitol condi̧tii necesare şi su�ciente pentru existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii a problemei

(6.1.1).

Ne îndrept¼am ateņtia spre studiul existeņtei solu̧tiilor u 2 W 1;p
loc (
). Mai mult, ob-

serv¼am c¼a rezultatele de regularitate pentru operatorul p-Laplacian (vezi [41, 98, 132,

133] sau Lema 1.2.7) stabilesc c¼a aceste solu̧tii veri�c¼a u 2 C1;�loc (
) cu � 2 (0; 1).

În cazul p = 2; tehnici similare au fost folosite în lucrarea [43] sub condi̧tii mai

generale asupra lui g.

Vom stabili câteva rezultate preliminare de care vom avea nevoie în demonstrarea

teoremei principale.

6.2 Rezultate preliminare

Lema 6.2.1 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 de clas¼a C2. Dac¼a

g 2 C1([0;1); [0;1)) satisface (G1) iar h este o constant¼a pozitiv¼a atunci problema

�pu = g(u) în 
, uj@
 = h, (6.2.1)

are o unic¼a soluţie u 2 C1;�loc (
). Mai mult, dac¼a 
 este o bil¼a B atunci u este soluţie cu

simetrie radial¼a.
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Demonstra̧tie: În [47], folosind formularea varia̧tional¼a, se demonstreaz¼a c¼a exist¼a

o funçtie u 2 W 1;p(
) care minimizez¼a funçtionala Euler

J(v) =
1

p

Z



jrvjp dx+
Z



G(v)dx;

în muļtimea C =
�
v 2 L1(
)

��v � h 2 W 1;p
0 (
) şi (G � v) 2 L1(
)

	
şi c¼a exist¼a � 2 (0; 1)

astfel încât u 2 C1;�(K) pentru orice muļtime compact¼aK � 
 şi acest minim este unica
solu̧tie a problemei (6.2.1). Mai mult, este ar¼atat c¼a J(v) are un unic punct critic de

minim şi acesta este cu simetrie radial¼a în cazul în care muļtimea
 este o bil¼a. Remarc¼am

c¼a în referiņta [82] sunt ob̧tinute rezultate mai generale în priviņta solu̧tiilor cu simetrie

radial¼a pentru astfel de probleme cvasiliniare.

Vom folosi în ob̧tinerea rezultatului principal urm¼atoarea:

Lema 6.2.2 (vezi [43, 104]) Fie 
 un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a C2 a

lui RN şi B � 
 o bil¼a. Presupunem c¼a g 2 C1([0;1); [0;1)) satisface (G1) şi c¼a exist¼a
o funcţie v 2 W 1;p

loc (B) cu simetrie radial¼a astfel încât �pv � g(v) în B; vj@B = 1. În
aceste ipoteze dac¼a u 2 W 1;p (
) este soluţia problemei (6.2.1) atunci u (x) � v (jxj)
pentru orice x 2 B.

Pentru urm¼atoarea variant¼a a principiului compara̧tiei se poate consulta [132], [133]

sau referiņta [126].

Lema 6.2.3 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN (N � 2) cu frontiera @
 su�cient de
neted¼a şi w1, w2 2 W 1;p(
) satisf¼acând pentru orice ' 2 W 1;p

0 (
) cu ' � 0 în 
 relaţiaZ



jrw1jp�2rw1r'dx �
Z



jrw2jp�2rw2r'dx; (6.2.2)

ceea ce înseamn¼a ��pw1 � ��pw2 în 
 (în sens slab). Dac¼a

w1 � w2 pe @
; (6.2.3)

atunci

w1 � w2 în 
: (6.2.4)

Urm¼atorul rezultat este cunoscut. În el sunt date condi̧tii echivalente lui (G2),

condi̧tie cunoscut¼a în literatura de specialitate drept condi̧tie de tip Keller-Osserman.

Demonstra̧tia poate � ob̧tinut¼a, spre exemplu, în acelaşi mod ca în lucrarea lui Aftalion

şi Reichel [1] unde este tratat cazul p = 2.
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Lema 6.2.4 Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:

(KO) g satisface condiţia de tip Keller-Osserman G2);

(KO1) exist¼a � > 0 astfel încât

K(�) :=
�
p� 1
p

�1=p 1Z
�

1
p
p
G(t)�G(�)

dt <1; (6.2.5)

(KOL1)

lim
�!1

K(�) = 0 . (6.2.6)

Vom demonstra urm¼atorul rezultat.

Lema 6.2.5 Presupunem c¼a sunt satisf¼acute ipotezele Lemei 6.2.1 asupra lui g. Dac¼a

� 2 C1(0; �) este o funcţie ce veri�c¼a

(�N�1
����0(�)���p�2 �0(�))0 = �N�1g(�(�)) pentru orice � 2 (0; �); (6.2.7)

atunci, pentru 0 < �1 < �2 < �; avemZ �(�2)

�(�1)

p
p
p� 1

p
p
p[G(t)�G(�(�1))]

dt � p� 1
N � p

�1

 
1�

�
�1
�2

�(N�p)=(p�1)!
;

pentru N 6= p şi Z �(�2)

�(�1)

p
p
p� 1

p
p
p[G(t)�G(�(�1))]

dt � �1 ln
�2
�1
;

pentru N = p.

Demonstra̧tie: Un calcul simplu arat¼a c¼a pentru � 2 (�1; �2) avem c¼a �0(�) > 0;

deci (6.2.7) este echivalent cu

(p� 1)�0(�)p�2�00(�) + N � 1
�

�
0
(�)p�1 = g(�(�)): (6.2.8)

Multiplicând rela̧tia anterioar¼a cu

p

p� 1�
0
(�)�

p
p�1 (N�1);

rezult¼a

(�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)p)

0
=

p

p� 1�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)g(�(�)): (6.2.9)

Integrând aceast¼a egalitate de la �1 la � ob̧tinem

�
p

p�1 (N�1)
�
�
0
(�)
�p

� �
p

p�1 (N�1)(�
0
(�))p � �

p
p�1 (N�1)
1 (�

0
(�1))

p

=

Z �

�1

p

p� 1�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)g(�(�))d�

� p

p� 1�
p

p�1 (N�1)
1 (G(�(�))�G(�(�1))):
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Deci

�
N�1
p�1 �

0
(�) � p

p
p=(p� 1)�

N�1
p�1
1

p
p
G(�(�))�G(�(�1));

sau, echivalent
p
p
p� 1�0(�)

p
p
p[G(�(�))�G(�(�1))]

� (�1
�
)
N�1
p�1 : (6.2.10)

Integrând rela̧tia (6.2.10) între �1 şi �2, implic¼a:

pentru p 6= N rela̧tiaZ �(�2)

�(�1)

p
p
p� 1

p
p
p[G(t)�G(�(�1))]

dt �
Z �2

�1

��1
t

�N�1
p�1

dt =
p� 1
N � p

�1

 
1�

�
�1
�2

�N�p
p�1
!
;

şi Z �(�2)

�(�1)

p
p
p� 1

p
p
p[G(t)�G(�(�1))]

d �
Z �2

�1

�1
t
dt = �1 ln

�2
�1
;

pentru p = N:

Lema 6.2.6 Fie g 2 C1([0;1); [0;1)) o funcţie satisf¼acând (G1). Avem: g satisface
condiţia de tip Keller-Osserman (G2) dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o bil¼a B� în care (6.1.1)

admite cel puţin o soluţie.

Demonstra̧tie: Argument¼am prima implica̧tie. Se cunoaşte din Lema 6.2.1, c¼a

exist¼a o unic¼a solu̧tie pozitiv¼a cu simetrie radial¼a u astfel încât �pu = g(u) în B1,

u = � pe @B1. Alegând e� = u(0), �(�) := u(x) pentru � = jxj şi rezolvând (6.2.7), sub
condi̧tiile ini̧tiale �(0) = e� şi �

0
(0) = 0, rezult¼a din teoria clasic¼a a ecua̧tiilor difereņtiale

ordinare c¼a pentru condi̧tia ini̧tial¼a �x¼a �(0) solu̧tia lui (6.2.7), �(�) poate � extins¼a la

un interval maximal (0; �) (vezi spre exemplu [58], [117] sau [142]). Presupunem pentru

început c¼a � < 1 şi c¼a pentru p 6= N avem K(�) < (p� 1) = jN � pj. Atunci u este o
solu̧tie a problemei (6.1.1) în B�. Într-adev¼ar, din de�ni̧tia lui �, avem �(�) = +1 sau

�0(�) = +1. În cazul din urm¼a, din (6.2.7) ob̧tinem c¼a

�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)p =

Z �

0

p

p� 1t
p

p�1 (N�1)�
0
(t)g(�(t))dt =

p

p� 1�
p

p�1 (N�1)G(�(�))

�
�

p

p� 1

�2
(N � 1)

Z �

0

t
p

p�1 (N�1)�1G(�(t))dt

şi deci [(p� 1) (�0(�))p] =p � G(�(�)). Atunci G(�(�)) = +1, �(�) = +1 şi concluzia

c¼a u este o solu̧tie a problemei considerate. Acum, ar¼at¼am c¼a (G2) implic¼a � < 1. În
caz contrar aplicând Lema 6.2.5 între �1 = 1 şi �2 > 1; observ¼am c¼a

K(�) � p� 1
N � p

 
1�

�
1

�2

�N�p
p�1
!
;
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

pentru N 6= p şi

K(�) � ln �2;

pentru N = p şi datorit¼a Lemei 6.2.4 pentru �2 tinde la1, ob̧tinem o contradiçtie dac¼a
sau N = p ori

K(�) < p� 1
jN � pj :

În cazul N 6= p şi

K(�) � p� 1
jN � pj ;

putem alege C > 0 su�cient de mare astfel încât

1

C
K(�) � p� 1

jN � pj :

Remarc¼am c¼a dac¼a g este înlocuit cu Cpg, eu(x) := u(x=c) este o solu̧tie a problemei

(6.1.1) cu funçtia neliniar¼a g în B�C .

În concluzie: dac¼a condi̧tia de tip Keller-Osserman are loc atunci exist¼a bile în care

u = 1 când x! � cu � �nit.

Invers, presupunem c¼a exist¼a bile de raz¼a �, al c¼aror centru poate � presupus în

origine, în care u rezolv¼a (6.1.1).

Putem presupune c¼a u este solu̧tie cu simetrie radial¼a şi de�nim �(�) = u(x) pentru

� = jxj, astfel încât � s¼a veri�ce (6.2.8) în (0; �).
Ca în Lema 6.2.5 ob̧tinem c¼a

(�
p

p�1 (N�1)�
0
(�))

0
=

p

p� 1�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)g(�(�)):

Integrând aceast¼a ecua̧tie de la 0 la � rezult¼a

p� 1
p

�
p

p�1 (N�1)�
0
(�)p =

Z �

0

z
p

p�1 (N�1)�
0
(z)g(�(z))dz

� �
p

p�1 (N�1)[G(�(�))�G(�(0))]:

Integrând înc¼a o dat¼a de la 0 la � avem

0 �
p
p
p� 1
p
p
p

Z �

0

�
0
(�)

p
p
G(�(�))�G(�(0))

d� � � (6.2.11)

şi deci (6.2.5) are loc cu � = �(0).

Avem nevoie de urm¼atorul rezultat:

Lema 6.2.7 Presupunem c¼a g 2 C1([0;1); [0;1)) satisface (G1). Dac¼a (6.2.6) are loc
şi B� este o bil¼a de raz¼a � atunci

inff� > 0 : (6:1:1) are o soluţie în B�g = 0. (6.2.12)
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Demonstra̧tie: Deoarece (6.2.6) este echivalent¼a cu (6.2.5) şi (G2), atunci din Lema

6.2.6, avem c¼a exist¼a bile în care problema (6.1.1) are cel pu̧tin o solu̧tie şi deci putem

de�ni

�0 := inff� > 0 : (6:1:1) are o soluţie în B�g:

Presupunem contrariul c¼a �0 > 0 şi �e (�n) un şir de numere reale cresc¼ator la in�nit

astfel încât lim
�n!1

K(�n) = 0.
În continuare vom considera unica solu̧tie cu simetrie radial¼a un a problemei

�pun = g(un) în B�0=2, un = �n pe @B�0=2,

care exist¼a din Lema 6.2.1.

Alegând �n = un(0), �n(�) := un(x) pentru � = jxj şi rezolvând (6.2.7) sub condi̧tiile
ini̧tiale �n(0) = �n şi �

0

n(0) = 0 putem vedea din de�ni̧tia lui �0, c¼a �n poate � extins¼a

astfel încât problema (6.2.7) are o solu̧tie în (0; �0) (vezi [142]).

R¼amîne s¼a aplic¼am Lema 6.2.5 cu �1 = �0=2 şi �2 = �0 pentru a observa c¼a

K(�n) �
p� 1
N � p

�0
2

 
1�

�
1

2

�N�p
p�1
!
;

pentru N 6= p şi K(�n) � (�0=2) ln 2 pentru N = p.

Trecând la limit¼a pentru n ! 1, ob̧tinem o contradiçtie în ambele cazuri. Deci

(6.2.12) are loc.

Încheiem seçtiunea de rezultate preliminarii. Rezultatul ce urmeaz¼a este acceptat

pentru comunicare în [35].

6.3 Rezultatul principal

Rezultatul principal al acestui capitol este sintetizat în:

Teorema 6.3.1 Fie g 2 C1([0;1); [0;1)) o funcţie îndeplinind (G1). Avem: g satis-
face condiţia de tip Keller-Osserman (G2) dac¼a şi numai dac¼a problema (6.1.1) admite

cel puţin o soluţie în orice domeniu 
 m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 de clas¼a C2.

Demonstra̧tie: Presupunem c¼a g satisface condi̧tia de tip Keller-Osserman G2).

Fie un 2 W 1;p(
) unica solu̧tie a problemei

�pu = g(u) în 
; uj@
 = n; cu n 2 Nnf0g; (6.3.1)
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determinat¼a în Lema 6.2.1.

Ar¼at¼am c¼a Lema 6.2.3 implic¼a u1 � u2 � :::: � un � ::::::: în 
.

Într-adev¼ar, presupunem prin reducere la absurd, c¼a

! = fx 2 
 jun > un+1g 6= ?: (6.3.2)

Folosind (6.3.2) şi faptul c¼a un şi un+1 sunt solu̧tii ale problemei (6.3.1) ob̧tinem:

�pun ��pun+1 = g(un)� g(un+1) � 0 în !.

Aceast¼a ultim¼a rela̧tie implic¼a��pun+1 � ��pun în !. Pe de alt¼a parte (un � un+1)j@! =

0 şi din Lema 6.2.3 ob̧tinem în �nal c¼a un � un+1 în !. Am ob̧tinut o contradiçtie cu

presupunerea şi deci fungn�1 este un şir cresc¼ator.
Cum (6.2.5) este îndeplinit, Lema 6.2.6 arat¼a c¼a pentru x 2 
 exist¼a o bil¼a B(x; �) �


 astfel încât (6.1.1) are cel pu̧tin o solu̧tie. Prin construçtie solu̧tia este cu simetrie

radial¼a. Not¼am prin u� solu̧tia ob̧tinut¼a pentru 
 := B(x; �) în (6.1.1). Rezult¼a din

Lema 6.2.2 c¼a 0 � un � u� în B(x; �).

Deoarece u� este local m¼arginit¼a în B(x; �) ob̧tinem

exist¼a C > 0 astfel încât un � C în B(x; �=2) pentru orice n = 1; 2; 3; ::::

Tot din Lema 6.2.1 cunoaştem c¼a un 2 C1;�(�) � 2 (0; 1) pentru orice submuļtime

compact¼a � a lui 
. Din fapul c¼a � este o muļtime compact¼a deducem c¼a exist¼a un

num¼ar �nit de bile B(x; � i=2) deschise ce acoper¼a � şi deci putem concluziona c¼a fungn�1
este uniform m¼arginit pe �.

Folosind aceste propriet¼a̧ti ale şirului fungn�1 cu regularitate de clas¼a C1;� � 2
(0; 1), deducem c¼a fun jn � 1g şi frun jn � 1g sunt echicontinue în domenii compacte
coņtinute în 
. În concluzie în acelaşi mod ca în Capitolul 1 putem extrage un subşir,

pe care îl not¼am tot prin fungn�1, astfel încât un
n!1! u şi run

n!1! ru uniform în

submuļtimi compacte ale lui 
 la u 2 C1;�loc (
) şi respectiv ru 2 (C0;�(
))N . Pân¼a în
prezent cunoaştem c¼a u 2 W 1;p

loc (
) \ C
1;�
loc (
).

Ar¼at¼am c¼a u este o solu̧tie a problemei (6.1.1). Vom proceda ca în Capitolul 1.

Pentru aceasta �e 
0 un domeniu al lui RN astfel încât 
0 � 
 cu 
0 muļtime

compact¼a şi ' 2 W 1;p
0 (
) cu ' � 0 în 
 şi supp ' � 
0. Din rezultatele de regularitate

ob̧tinute în [41, 98, 132], vom vedea c¼a

jrunjp�1 jr'j � C jr'j în 
0
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şi deoarece funçtia t! jtjp�2 t este continu¼a pe RN , rezult¼a c¼a

jrun(x)jp�2run(x) � r'(x)! jru(x)jp�2ru(x) � r'(x) pentru x 2 
0.

Atunci din Teorema convergeņtei dominate ob̧tinemZ

0
jrun (x)jp�2run (x) � r'dx

n!1!
Z

0
jru (x)jp�2ru (x) � r' (x) dx: (6.3.3)

Mai mult, deoarece g 2 C1 şi un ! u ob̧tinem c¼a g(un)
n!1! g(u) pentru orice x 2 
0.

Pe de alt¼a parte folosind teorema convergeņtei monotone putem observa c¼aZ

0
g(un (x))' (x) dx

n!1!
Z

0
g(u (x))' (x) dx: (6.3.4)

Acum din (6.3.3) şi (6.3.4) rezult¼a c¼aZ

0
jru (x)jp�2ru (x) � r' (x) dx = �

Z

0
g(u (x))' (x) dx: (6.3.5)

Rela̧tia din urm¼a ne spune c¼a u 2 W 1;p
loc (
) \ C

1;�
loc (
) satisfaceZ




jrujp�2ru � r'dx = �
Z



g(u)'dx;

pentru orice ' 2 W 1;p
0 (
).

Pasul urm¼ator, este s¼a observ¼am c¼a lim
x!@


u(x) = 1. Într-adev¼ar, �x¼am un punct

x0 2 @
 şi un şir arbitrar fxkg în 
 convergent la x0. Atunci, deoarece un+1 = n + 1

pe @
; şi este continu¼a, exist¼a câteva constante M > 0 astfel încât un+1(xk) � n pentru

k �M . Not¼am c¼a, deoarece u � un+1 în 
, avem

lim
k!1

inf u(xk) � lim
k!1

inf un(xk) = n; k �M:

F¼acând n s¼a convearg¼a la in�nit, deducem c¼a u este o solu̧tie a problemei (6.1.1) în 
.

Invers, pentru n 2 N; presupunem c¼a un > 0 este o solu̧tie a lui (6.1.1) într-o bil¼a B

de raz¼a "n al c¼arui centru poate � ales în origine, unde "n este un şir descresc¼ator astfel

încât "n & 0 când n!1. Putem de altfel presupune c¼a un este solu̧tie cu simetrie

radial¼a. Fie acum �n = un(0). Observ¼am c¼a putem presupune lim
n
�n = 1, eventual

trecând la un subşir. Atunci (6.2.6) rezult¼a din (6.2.11) aplicat cu � = "n.

R¼amâne s¼a demonstr¼am c¼a (�n) este nem¼arginit. Dac¼a nu, trecând la un subşir, (�n)

converge la � 2 [0;1). Din (6.2.11) aplicat cu � = "n, ob̧tinem

0 �
Z 1

�n

p
p
p� 1

p
p
p[G(z)�G(�n))]

dz � "n: (6.3.6)

F¼acând n!1 în (6:3:6) rezult¼a c¼aZ 1

�

p
p
p� 1

p
p
p[G(z)�G(�))]

dz = 0

ceea ce nu este posibil.
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6.4 Comentarii

În cazul p = 2 este demonstrat în [43] folosind un argument al principiului compara̧tiei

şi metoda sub şi super-solu̧tiei c¼a ipoteza g funçtie monoton¼a nu este necesar¼a ci doar

su�cient¼a. Este �resc s¼a ne întreb¼am dac¼a r¼amân adev¼arate rezultatele din Teorema 4.3.1

când g nu este monoton¼a. Dac¼a p 6= 2; vom meņtiona c¼a, este posibil ca demonstra̧tia

din [43] s¼a se aplice cazului când g este funçtie local Lipschitz continu¼a f¼ar¼a a avea nevoie

de condi̧tia de monotonicitate. Consider¼am c¼a, pentru a demonstra aceasta este necesar

s¼a folosim referiņtele: [39], [40], [43], [58] şi câteva rezultate de regularitate care pot �

g¼asite şi cum trebuie folosite în [29]. Rezultate în aceast¼a direçtie pot � consultate şi în

[44]. Noi nu am reuşit s¼a d¼am, pân¼a în prezent, un r¼aspuns complet al acestor probleme.

Aşa cum vom vedea în Capitolul 7 problema (6.1.1) este cheia în studiul problemei

mai generale

�pu = a (x) g(u) în 
; uj@
 =1;

fapt ce a impus studiul problemei respective.
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Capitolul 7

Rezultate de existeņt¼a a solu̧tiei
pentru o problem¼a cvasiliniar¼a de
tip Bieberbach şi Rademacher în RN

7.1 Introducere

În acest capitol, vom stabili existeņta a cel pu̧tin unei solu̧tii pentru problema eliptic¼a

cvasiliniar¼a (
�pu = b(x)f(u) în 
 � RN ; u > 0 în 
;

u(x)!1 când x! @
;
(7.1.1)

unde N > 2; 1 < p < N iar 
 � RN este un domeniu m¼arginit cu frontiera @
 de clas¼a
C2 sau 
 = RN .

Presupunem c¼a b : 
! R satisface urm¼atoarele ipoteze, nu neap¼arat simultan:

(b1) b este pozitiv¼a, netrivial¼a în 
 şi cu urm¼atoarea proprietate: pentru orice

x0 2 
 satisf¼acând b(x0) = 0, exist¼a un domeniu 
0 astfel încât x0 2 
0, 
0 b 
 şi

b(x) > 0 pentru orice x 2 @
0;
(b2) b 2 C0;�(
);
(b3) pentru b 2 C0;�loc (RN) şi �(r) = maxjxj=r b(x)Z 1

0

r1=(p�1)�1=(p�1)(r)dr < 1 pentru p 2 (1; 2] ;Z 1

0

r
(p�2)N+1

p�1 �(r)dr < 1 pentru p 2 [2; N)

şi c¼a funçtia neliniar¼a f : [0;1)! [0;1) îndeplineşte
(f1) f 2 C1([0;1); [0;1)), f 0(s) � 0;
(f2)

R +1
�

[p � (p� 1)�1 � F (s)]�1=p ds < +1 8� > 0 unde F (s) =
R s
0
f(t)dt.

Problema (7.1.1) a fost considerat¼a de mai muļti autori în cazul p = 2 şi în cazul

în care domeniul 
 este m¼arginit. Primul exemplu de problem¼a similar¼a lui (7.1.1) a
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fost studiat¼a de Bieberbach [12] în 1916 şi corespunde cazului f(u) = eu, b(x) = 1 iar


 � R2 este un domeniu m¼arginit şi su�cient de neted. În acest caz problema joac¼a un rol
important în teoria suprafȩtelor Riemanniene de curbur¼a constant¼a negativ¼a şi în teoria

funçtiilor automorfe. Când 
 � R3 aceast¼a problem¼a apare în studiul poteņtialului

electrostatic într-un corp metalic str¼alucitor pe interior (vezi Keller [80]). Rademacher

[124], în 1943, a extins rezultatele lui Bieberbach sub ipoteza c¼a 
 este un domeniu al

lui R3 cu frontiera @
 o subvarietate de clas¼a C2 în R3.

Dup¼a aceste rezultate, problema existeņtei solu̧tiilor a fost intens studiat¼a de mai

muļti autori pentru clase mai generale de funçtii. Condi̧tia (f2) a fost pentru prima dat¼a

introdus¼a în 1957 de Keller [81] şi Osserman [117]. Loewner şi Nirenberg în [102] au

studiat problema unicit¼a̧tii şi comportamentul asimptotic al solu̧tiilor în cazul

b(x) = const > 0 şi f(u) = u(N+2)=(N�2); N > 2

iar 
 este un domeniu arbitrar din RN . Ei au ar¼atat c¼a aceast¼a problem¼a este motivat¼a

de o problem¼a concret¼a ce apare în Geometria Riemanian¼a.

În contextul ecua̧tiilor cu derivate paŗtiale problema (7.1.1) a fost în ateņtia mai

multor cercet¼atori. În cazul p = 2; Lazer şi McKenna [96] au demonstrat existeņta unei

solu̧tii clasice pentru problema (7.1.1) în cazul în care 
 este un domeniu m¼arginit din

RN (N � 1) ce satisface condi̧tia sferei exterioare, f(u) = eu iar b 2 C(
) cu b(x) > 0

pentru orice x 2 
.
Cheng şi Ni [25] a considerat problema (7.1.1) în cazul p = 2, f(u) = u
 (
 > 1)

iar 
 domeniu m¼arginit din RN su�cient de neted. Ei au ob̧tinut existeņta unei solu̧tii

presupunând în plus c¼a funçtia su�cient de neted¼a b este aleas¼a astfel încât b � 0 pe @
.
Rezultatul lor a fost extins de Marcus [110] la funçtii mai generale f ce satisfac

condi̧tii de tip Keller-Osserman dar în aceleaşi ipoteze asupra funçtiei b.

Mai recent, Lair [87] în cazul p = 2, a demonstrat c¼a dac¼a 
 � RN este un domeniu
m¼arginit cu frontiera de clas¼a C2, funçtia f este continu¼a şi cresc¼atoare pe [0;1) cu
f(0) = 0 şi f(s) > 0 pentru s > 0 iar b este continu¼a pe 
, cu proprietatea (b1) atunci

problema (7.1.1) corespunz¼atoare cazului p = 2 are cel pu̧tin o solu̧tie dac¼a în plus f

satisface condi̧tia de tip Keller-OssermanZ 1

1

�Z s

0

f(t)dt

��1=2
ds <1.

El, în plus, a ar¼atat c¼a dac¼a 
 = RN iar b 2 C(RN) satisface şiZ 1

0

r�(r)dr <1 unde �(r) = max
jxj=t

b(x)
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Contribuţii în studiul problemelor la limit¼a semiliniare şi cvasiliniare

atunci exist¼a cel pu̧tin o solu̧tie a problemei (7.1.1).

Zhang [131] extinde rezultatele de existeņt¼a ale predecesorilor îmbun¼at¼a̧tind condi̧tiile

asupra lui b şi f dar tot în cazul p = 2.

În [111] Mohammed studiaz¼a direct problema (7.1.1). El presupune pentru început

c¼a funçtia b 2 C(
) satisface condi̧tia G dac¼a exist¼a un subşir de domenii f
kg astfel
încât


 = [1k=1
k;
k � 
k+1; k = 1; 2; :::

iar pentru orice x0 2 
 satisf¼acând b(x0) = 0, exist¼a un sub-domeniu O b 
 coņtinând
x0 astfel încât b(x) > 0 pentru orice x 2 @O. Sub ipotezele f 2 C1([0;1); [0;1)) funçtie
cresc¼atoare ce satisface f(0) = 0; f(s) > 0 pentru orice s > 0 şi astfel încâtZ 1

1

1

[F (t)]1=p
dt <1 unde F (t) =

Z t

0

f(s)ds;

iar b 2 C(
) este o funçtie ce satisface condi̧tia G el arat¼a c¼a dac¼a problema

�pw = �b(x) în 
,

w = 0 pe @
;

are o solu̧tie atunci exist¼a o solu̧tie şi pentru problema (7.1.1). În plus autorul stabileşte

şi comportamentul asimptotic al solu̧tiei, îns¼a el nu trateaz¼a cazul 
 = RN şi f(0) > 0

tratat în acest capitol.

Vom folosi aceeaşi tehnic¼a ca în [87, 131, 141] pentru a demonstra existeņta solu̧tiilor

lui (7.1.1).

De�ni̧tia 7.1.1 O funcţie u 2 W 1;p(
) se numeşte soluţie slab¼a a problemei (7.1.1) în

domeniul 
 dac¼a pentru orice ' 2 W 1;p
0 (
) cu ' � 0 în 
 avem

�
Z



jrujp�2ru � r'dx =
Z



b(x)f(u)'dx: (7.1.2)

De�ni̧tia 7.1.2 O funcţie u 2 W 1;p
loc (
) se numeşte soluţie local slab¼a a problemei

(7.1.1) în domeniul 
 dac¼a u este o soluţie slab¼a a problemei (7.1.1) pentru orice sub-

domeniu 
1 � 
.

De�ni̧tia 7.1.3 Orice soluţie local slab¼a u a lui (7.1.1) care este continu¼a în 
 şi

u(x)!1 când x! @
; (7.1.3)

se numeşte soluţie exploziv¼a.
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Analog, pentru 
 = RN condi̧tia (7.1.3) se scrie

u(x)!1 când jxj ! 1;

şi în acest caz spunem c¼a solu̧tia se numeşte exploziv¼a total¼a.

Vom stabili câteva rezultate preliminare ce vor �necesare în demonstrarea teoremelor.

7.2 Rezultate preliminare

Reamintim c¼a o muļtime 
 satisface condi̧tia sferei uniform exterioare dac¼a exist¼a

un num¼ar r > 0 astfel încât pentru orice z 2 @
 exist¼a o bil¼a închis¼a B de raz¼a r cu

B \ 
 = fzg. Not¼am c¼a un domeniu 
 m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 de clas¼a C2

satisface aceste condi̧tii.

Suntem în m¼asur¼a s¼a d¼am rezultatele preliminare. Urm¼atoarea lem¼a poate � g¼asit¼a

în [96], [131] (vezi şi Lema 1.2.8).

Lema 7.2.1 Dac¼a 
 este o mulţime deschis¼a şi m¼arginit¼a a lui RN ce satisface condiţia

sferei uniform exterioare atunci exist¼a un şir f
mg11 de submulţimi deschise astfel încât


m � 
m+1 � 
;[1m=1
m = 
;

iar frontiera @
m este o (C1)�subvarietate neted¼a de dimensiune N � 1 pentru m � 1.

Lema 7.2.2 (vezi Teorema 1.3.1) Dac¼a b satisface (b1), (b2) şi 
 este un domeniu

m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 su�cient de neted¼a atunci problema8><>:
��pu(x) = b(x)[u(x) + "]�1 pentru x 2 
,
u > 0 în 
,

uj@
 = 0;

(7.2.1)

are o unic¼a soluţie u 2 C1;�(
) cu � 2 (0; 1) pentru orice " > 0.

Lema 7.2.3 În ipotezele (b1) şi (b3) problema8><>:
�(rN�1 jw0(r)jp�2w0(r))0 = rN�1�(r) (r =j x j) {̂n RN ;
limr!1w(r) = 0,

w0(0) = 0;

(7.2.2)

are o unic¼a soluţie pozitiv¼a, m¼arginit¼a şi cu simetrie radial¼a.
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Demonstra̧tie: Integrând (7.2.2) ob̧tinem

w(r) :=

Z 1

r

h
�1�N

Z �

0

�N�1�(�)d�
i1=(p�1)

d�;

cu lim
r!1

w(r) = 0.

Demonstr¼am c¼a w(r) este m¼arginit¼a. Pentru aceasta consider¼am dou¼a cazuri:

Cazul 1. 1 < p � 2.
Deoarece în acest caz

1 � 1

p� 1 <1;

din inegalitatea lui Hölder avem c¼a

w(r) =

Z 1

r

�
1�N
p�1 �

1
p�1

�
1

�

Z �

0

�N�1�(�)d�

�1=(p�1)
d�

�
Z 1

r

�
2�N
p�1
1

�

�Z �

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�

�
d�:

Integrând prin p¼aŗti şi folosind regula lui L�Hôpital, avemZ 1

r

�
2�N
p�1 1

�

�Z �

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�

�
d�

= � p�1
N�2

Z 1

r

d
d�

�
�
2�N
p�1

�
[

Z �

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�]d�

= p�1
N�2 limR!1

�Z R

r

[��(�)]
1

p�1d� �R
2�N
p�1

Z R

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d� + r

2�N
p�1

Z r

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�

�

= p�1
N�2 limR!1

R
N�2
p�1 [

Z R

r

�
1

p�1�
1

p�1 (�)d�+r
2�N
p�1

Z r

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�]�

Z R

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�

R
N�2
p�1

= p�1
N�2

�Z 1

r

�
1

p�1�
1

p�1 (�)d� + r
2�N
p�1

Z r

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d�

�
; R > r:

(7.2.3)

Acum, din a doua formul¼a de medie pentru integrale, exist¼a r1 2 (0; r) astfel încâtZ r

0

�
N�1
p�1 �

1
p�1 (�)d� =

Z r

0

�
N�2
p�1 �

1
p�1�

1
p�1 (�)d�

= r
N�2
p�1

Z r

r1

�
1

p�1�
1

p�1 (�)d� (7.2.4)

� r
N�2
p�1

Z r

0

�
1

p�1�
1

p�1 (�)d�

deoarece N > 2. Din (7.2.3)-(7.2.4) rezult¼a în �nal

w(r) � p� 1
N � 2

Z 1

0

�1=(p�1)�1=(p�1)(�)d�:

Cazul 2. 2 � p < N:
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În acest caz 0 < 1
p�1 � 1:

Dac¼a Z �

0

�N�1�(�)d� < 1 pentru � > 0;

atunciZ R

r

�
�1�N

Z �

0

�N�1�(�)d�

� 1
p�1

d� <

Z R

r

�
1�N
p�1 d� =

p� 1
p�N

�
R

p�N
p�1 � r

p�N
p�1

�
: (7.2.5)

Folosind (7.2.5), avem

w(r) � p� 1
p�N

lim
R!1

�
R

p�N
p�1 � r

p�N
p�1

�
=

p� 1
N � p

r
p�N
p�1 ;

deoarece p < N .

Dac¼a exist¼a �0 > 0 astfel încât
Z �0

0

�N�1�(�)d� = 1 atunci

�Z �

0

�N�1�(�)d�

� 1
p�1

�
Z �

0

�N�1�(�)d� pentru orice � � �0

rela̧tie care implic¼aZ R

r

�
1�N
p�1 (

Z �

0

�N�1�(�)d�)
1

p�1d� �
Z R

r

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1�(�)d�d�: (7.2.6)

Mai mult, integrând prin p¼aŗti ob̧tinemZ R

r

�
1�N
p�1

Z �

0

�N�1�(�)d�d�

= � p�1
N�p

Z 1

r

d
d�

�
�
2�N
p�1

�Z �

0

�N�1�(�)d�d�

= p�1
N�p

�Z R

r

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d� �R
p�N
p�1

Z R

0

�N�1�(�)d� + r
p�N
p�1

Z r

0

�N�1�(�)d�

�

= p�1
N�p

R
N�p
p�1 [

Z R

r

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d�+r
p�N
p�1

Z r

0

�N�1�(�)d�]�

Z R

0

�N�1�(�)d�

R
N�p
p�1

.

(7.2.7)

Din (7.2.6)-(7.2.7) rezult¼a, folosind regula lui L�Hôpital

w(r) =

Z 1

r

�
1�N
p�1

�Z �

0

�N�1�(�)d�

� 1
p�1

d�

� p�1
N�p limR!1

R
N�p
p�1

264
Z R

r

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d�+r
p�N
p�1

Z r

0

�N�1�(�)d�

375�
Z R

0

�N�1�(�)d�

R
N�p
p�1

= p�1
N�p limR!1

�Z R

r

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d� + r
p�N
p�1

Z r

0

�N�1�(�)d�

�
:
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Din nou, folosind a doua formul¼a de medie pentru integrale, exist¼a r2 2 (0; r) astfel încâtZ r

0

�N�1�(�)d� =

Z r

0

�
N�p
p�1 �

N(p�2)+1
p�1 �(�)d� = r

N�p
p�1

Z r

r2

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d�

� r
N�p
p�1

Z r

0

�
N(p�2)+1

p�1 �(�)d�;

şi demonstra̧tia este complet¼a.

Autorul ţine s¼a precizeze c¼a utilizarea formulei de medie în demonstra̧tia Lemei 7.2.3

a fost sugerat¼a de c¼atre Michail Borsuk.

Lema 7.2.4 Dac¼a f satisface (f1) şi (f2) atunci

f(t)

F (t)
p�1
p

!1 când t!1: (7.2.8)

Mai mult, exist¼a 
 > 0 astfel încâtZ 1




ds

f 1=(p�1)(s)
<1. (7.2.9)

Demonstra̧tie: Remarc¼am c¼a

lim
t!1

F (t)

tp
= +1;

deoarece condi̧tia (f2) implic¼a�
t� t

2

�
1

p
p
F (t)

�
Z t

t=2

ds
p
p
F (s)

! 0;

când t! +1.

Pe de alt¼a parte, din (f1) avem

f(t)

tp�1
� F (t)

tp
; (7.2.10)

fapt ce atrage

lim
t!+1

f(t)

tp�1
=1:

Folosind din nou (7.2.10), avem

f(t)

F (t)
p�1
p

�
�
f(t)

tp�1

� 1
p

! +1;

când t! +1.

Demonstra̧tia lui (7.2.8) este complet¼a.
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Acum, din (7.2.8) exist¼a t1 > 0, astfel încât

f(t) � F (t)
p�1
p ; (7.2.11)

pentru orice t � t1. Dar rela̧tia (7.2.11) este echivalent¼a cu

1

f 1=(p�1)(s)
� 1

p
p
F (s)

: (7.2.12)

Integrând (7.2.12) de la t1 la +1 avemZ 1

t1

1

f 1=(p�1)(t)
dt �

Z 1

t1

1
p
p
F (t)

dt <1.

Demonstra̧tia lui (7.2.9) este complet¼a pentru 
 := t1:

Observ¼am c¼a funçtia R : (0;1)! (0;1) de�nit¼a prin

R(t) =

Z +1

t

ds

f 1=(p�1)(s)
;

este strict descresc¼atoare.

Remarc¼am c¼a, datorit¼a Lemei 7.2.4 putem de�ni

R(u) =

Z +1

u(x)

ds

f 1=(p�1)(s)
şi w(x) = R(u(x)):

Atunci (7.1.1) este echivalent¼a cu urm¼atoarea problem¼a Dirichlet singular¼a8><>:
��pw + g(w) jrwjp = b(x) în 
,

w > 0 în 
,

w (x)! 0 când x! @
,

(7.2.13)

unde

g(w) =
f 0(u)

f (p�2)=(p�1)(u)
=

f 0(R�1(w))

f (p�2)=(p�1)(R�1(w))
;

şi R�1 reprezint¼a inversa funçtiei R, care şi ea este strict descresc¼atoare în (0;1).
În particular, pentru f(u) = eu, avem w = (p� 1)e�u=(p�1) şi8><>:

��pw + (p� 1) jrwj
p

w
= b(x) în 
,

w > 0 în 
,

w (x)! 0 când x! @
,

pentru f(u) = u
 şi 
 > p� 1, avem w = C (u)�C
�1
şi8><>:

��pw + 
C jrwjp
w

= b(x) în 
,

w > 0 în 
,

w (x)! 0 când x! @
,

C := (p� 1)=(
 � p+ 1).

Cu aceste observa̧tii vom demonstra:
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Lema 7.2.5 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 de clas¼a C2. Dac¼a

(f1), (f2), (b1), (b2) sunt îndeplinite atunci orice soluţie u a lui (7.1.1) satisface

R�1(v(x)) � u(x); 8x 2 
;

unde v(x) este unica soluţie a problemei (7.3.1). În particular, pentru f(u (x)) = eu(x),

(p� 1) ln[(p� 1)=v(x)] � u(x) pentru orice x 2 
;

iar pentru f(u (x)) = u
 (x) şi 
 > p� 1,

[C=v(x)]C � u(x) pentru orice x 2 
:

Demonstra̧tie: Vom considera problema (7.2.13). Fie w o solu̧tie arbitrar¼a a lui

(7.2.13). Demonstr¼am c¼a

w(x) =

Z 1

u(x)

ds

f 1=(p�1)(s)
� v(x) pentru x 2 
:

Presupunem, prin absurd, c¼a

! = fx 2 
 jw(x) > v(x)g 6= ?:

Clar ! este muļtime deschis¼a. Putem presupune c¼a ! este muļtime conex¼a, în caz contrar

putem considera o submuļtime conex¼a a lui !. Deoarece g(w) � 0, avem

��pw +�pv = �g(w) jrwjp � 0 în !:

Pe de alt¼a parte

(w � v)j @! = 0:

Aplicând Lema 6.2.3 ob̧tinem c¼a

w(x) � v(x) pentru orice x 2 !:

Aceast¼a contradiçtie demonstreaz¼a lema.

Un prim rezultat pentru problema (7.1.1) este:

Lema 7.2.6 În ipotezele (f1), (f2), (b1), (b2) iar 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu

frontiera @
 o (C1)�subvarietate neted¼a de dimensiune N � 1, problema (7.1.1) are cel
puţin o soluţie.
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Demonstra̧tie: Pentru �ecare m 2 N , consider¼am problema(
�pu = b(x)f(u) x 2 
;
u(x) = m; x 2 @
:

(7.2.15)

Deoarece b 2 C�(
) şi b1) este satisf¼acut, vedem c¼a um = m este o super-solu̧tie a lui

(7.2.15). Pentru a construi o sub-solu̧tie um a lui (7.2.15), �eZ 1

u1(x)

ds

f 1=(p�1)(s)
= w1(x);

unde w1 2 C1(
) este unica solu̧tie a lui8>>><>>>:
��pv = b(x) în 
,

v(x) > 0 în 
,

v =

Z 1

1

ds
f1=(p�1)(s)

> 0 pe @
;

(care exist¼a din acelaşi argument ca în Teorema 7.3.1). Atunci vom vedea c¼a

u1j@
 = 1 � m

şi

u1 = R�1(w1)

satisface

��pw1 =
�pu1
f(u1)

� f 0(u1)

f 2(u1)
jru1j

p = b(x) în 
;

din care se ob̧tine

�pu1 (x) � b(x)f(u1 (x)) pentru orice x 2 
:

Deci u1 este o sub-solu̧tie a lui (7.2.15). Din Lema 6.2.3 avem u1 � m. Din metoda sub

şi super-solu̧tiilor rezult¼a c¼a (7.2.15) are o solu̧tie um 2 W 1;p (
) \ L1 (
) satisf¼acând

u1 � um � m în 
:

Mai mult, din lemele de deasupra, este clar c¼a

0 � R�1(w1) = u1 � u2 � ::: � um � um+1 � ::: � {̂n 
. (7.2.16)

Atunci şirul fumg este cresc¼ator.
Pentru a încheia demonstra̧tia lemei, este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a pentru orice x0 un

punct arbitrar din 
 exist¼a o muļtime deschis¼a O �� 
 coņtinând x0 şi o constant¼a

pozitiv¼a, CO, astfel încât um(x) � CO în O pentru orice m � 1.

100
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Existeņta unei muļtimi O şi a unei margini CO, este probat¼a considerând dou¼a cazuri:

Cazul 1) b(x0) > 0.

În acest caz, cum b 2 C(
), deducem c¼a exist¼a o bil¼a B(x0; r) � 
 centrat¼a în x0 şi
de raz¼a r astfel încât

b(x) > 0;8x 2 B(x0; r):

Fie

b0 := min b(x)
x2B(x0;r)

;

şi z o solu̧tie pozitiv¼a a problemei(
�pz(x) = b0f(z(x)) pentru x 2 B(x0; r);
z(x)j@B(x0;r) =1;

care exist¼a datorit¼a rezultatelor datorate lui Matero (vezi Capitolul 6).

Folosind acum principiul slab al compara̧tiei, Lema 6.2.3, deducem c¼a

um � z; 8x 2 B(x0; r):

Pe de alt¼a parte, deoarece z este local m¼arginit¼a putem alege

O = B(x0; R=2) iar CO = max z
O

:

Cazul 2) b(x0) = 0.

Ipoteza b1) şi faptul c¼a 
 este m¼arginit¼a implic¼a existeņta unei muļtimi O astfel încât

x0 2 O �� 
 şi b(x) > 0 pe @O:

Aplicând Cazul 1 anterior, cunoaştem c¼a 8x 2 @O exist¼a o bil¼a

B(x; rx) �� 
;

ce nu depinde de m; şi o constant¼a pozitiv¼a Cx astfel încât

um(x) � Cx {̂n B(x; rx=2):

Din nou, faptul c¼a domeniul 
 este m¼arginit implic¼a c¼a şi O este m¼arginit, fapt ce

demonstreaz¼a c¼a @O este compact¼a. Atunci, exist¼a un num¼ar �nit de bile ce acoper¼a

@O; rezultat scris astfel

@O � [m0
j=1B(xj; rxj=2):
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Punem

CO := maxfCx1 ; Cx2 ; :::; Cxm0g

unde bilele

B(xj; rxj=2); j = 1; 2; :::;m0 acoper¼a @O:

Clar, avem

um(x) � CO în @O:

Aplicând principiul slab al compara̧tiei în O ob̧tinem um � CO în O pentru orice m =

1; 2; :::.

Deci, în ambele cazuri g¼asim c¼a: dat x0 2 O exist¼a o bil¼a B � O ce coņtine x0 şi o

constant¼a pozitiv¼a CO astfel ca um � CO în O pentru orice m = 1; 2; :::. Acoperind O

cu astfel de bile vom vedea c¼a fumg este uniform m¼arginit.

În pasul urm¼ator, observ¼am c¼a

lim
x!@


u(x) =1;

unde

u(x) = lim
m!1

um(x) pentru x 2 
:

Într-adev¼ar, �x¼am un punct x 2 @
 şi un şir arbitrar (xk) în 
 convergent la x. Atunci,
pentru orice " > 0, ţinând cont c¼a

u"+1 = "+ 1 pe @


şi este continu¼a,

exist¼a M > 0 astfel încât u"+1(xm) � " pentru m �M:

Not¼am c¼a, întrucât

u � u"+1 în 
;

avem

u(xm) � "; m �M:

Aşadar, u(xm) ! 1 când m ! 1. Deci, avem u(x) ! 1 când x ! @
. Acesta

reprezint¼a �nalul rezultatelor de baz¼a.

Suntem în m¼asur¼a s¼a demonstr¼am teoremele principale ale capitolului. Rezultatele

sunt publicate în referiņta [31].
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7.3 Rezultate principale

Rezultatele principale ob̧tinute sunt însumate în urm¼atoarele teoreme.

Teorema 7.3.1 (vezi şi [71]) Dac¼a b satisface (b1), (b2) şi 
 este un domeniu m¼arginit

cu frontiera @
 de clas¼a C2 al lui RN atunci8><>:
��pv = b(x) în 
,

v > 0 în 
,

v = 0 pe @
,

(7.3.1)

are o unic¼a soluţie slab¼a v 2 C1;�(
). Mai mult, exist¼a constantele l1 � k1 > 0, astfel

încât

k1d(x) � v(x) � l1d(x) pentru x 2 
; (7.3.2)

unde d(x) reprezint¼a distanţa de la x 2 
 la @
.

Demonstra̧tie: Cum pentru orice " > 0, t! [t+ �]�1 este funçtie descresc¼atoare în

(0;1) şi

u � kukL1

rezult¼a c¼a

b(x)[u+ �]�1 � b(x) [kuk1 + �]�1 ;

şi, mai mult

��pu = b(x)[u+ �]�1 � b(x)[kuk1 + �]�1;

ceea ce înseamn¼a c¼a

u = u [kukL1 + �]1=(p�1)

este super-solu̧tie a problemei (7.3.1). Reamintim c¼a u exist¼a din Lema 7.2.2. Folosind

faptul c¼a u = 0 este o sub-solu̧tie a lui (7.3.1) şi metoda super şi sub-solu̧tiilor avem c¼a

problema (7.3.1) are o solu̧tie v 2 C1;�(
), care este pozitiv¼a din principiul de maxim.

Mai mult, aceasta este unica solu̧tie a problemei (7.3.1), fapt ce rezult¼a din principiul

slab al compara̧tiei. Rela̧tia (7.3.2) este demonstrat¼a în [71].

Teorema 7.3.2 Fie 
 un domeniu m¼arginit al lui RN cu frontiera @
 de clas¼a C2.

Dac¼a f şi b satisfac condiţiile (f1), (f2), (b1), (b2) atunci problema (7.1.1) are cel puţin

o soluţie exploziv¼a.
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Demonstra̧tie: Consider¼am problema8><>:
�pu = b(x)f(u) în 
m;

u > 0 în 
m;

u(x)!1 când x! @
m;

(7.3.3)

unde f
mg11 este ca în Lema 7.2.1 şi cu presupunerile pentru b(x), în orice component¼a

m. Deoarece b 2 C0;�(
), rezult¼a şi faptul c¼a b 2 C0;�(
m). Din Lema 7.2.6, vedem c¼a
(7.3.3) are o solu̧tie um 2 C1;�loc (
m). Rezult¼a din Lemele 7.2.1-7.2.6 c¼a

0 < R�1(v(x)) � um+1 � um(x) � :::; (7.3.4)

pentru orice x 2 
m.
Observ¼am c¼a pentru o submuļtime compact¼a B a lui 
, exist¼a m0 astfel încât B �


m0 şi rezult¼a din (7.3.4) c¼a şirul fum (x)g1m0
este descresc¼ator pentru x 2 B şi este

m¼arginit inferior de R�1(v(x)) în B.

Ca o concluzie

u(x) := lim
m!1

um(x)

exist¼a pentru orice x 2 
. Folosind rezultatele de regularitate pentru solu̧tii local slabe,
Lema 1.2.7 avem u 2 C1;�loc (
) veri�c¼a

�pu = b(x)f(u) în 
:

Din (7.3.4) şi

R�1(v(x))!1 când x! @
;

vom vedea c¼a u este solu̧tie a lui (7.1.1) şi demonstra̧tia este complet¼a.

Teorema 7.3.3 Dac¼a f şi b satisfac condiţiile (f1), (f2), (b1), (b3) şi 
 = RN atunci

problema (7.1.1) are cel puţin o soluţie exploziv¼a total¼a.

Demonstra̧tie: Din Teorema 7.3.2, rezult¼a c¼a urm¼atoarea problem¼a8><>:
�pu (x) = b(x)f(u (x)) în jxj < m;

u (x) > 0 în jxj < m;

u(x) =1 când jxj = m;

are o solu̧tie um 2 C1;�loc (Bm) ce satisface

u1(x) � u2(x) � ::::: � um(x) � um+1(x) în jxj < 1;
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unde Bm := fx jjxj < m ;m 2 Ng.
Pentru a ob̧tine rezultatul din teorem¼a, este necesar s¼a demonstr¼am c¼a

A) R�1(v(x)) � um(x), 8x 2 Bm, unde v 2 C1(RN) este unica solu̧tie a problemei

(7.2.2).

B) u(x)!1 când jxj ! 1, unde u := limm!1 um.

Acum, observ¼am c¼a Lema 7.2.4 ne permite s¼a de�nim o funçtie pozitiv¼a, su�cient de

neted¼a pe [0;1) prin

wm(x) =

Z 1

um(x)

ds

f 1=(p�1)(s)
pentru jxj � m: (7.3.5)

Demonstr¼am c¼a

wm(x) � v(jxj); R�1(v(jxj)) � R�1(wm(x)) = um(x);

pentru orice x 2 Bm. Clar, aceast¼a inegalitate are loc pentru jxj = m unde wm = 0 şi

um =1.
Evalu¼am (7.3.5), astfel

rwm (x) = �
1

f 1=(p�1)(um)
rum (x) : (7.3.6)

iar

�wm = �
�um

f 1=(p�1)(um)
�
�

1

f 1=(p�1)(um)

�0
rum: (7.3.7)

Din (1.2.4) ob̧tinem

jrwm (x))jp�2 =
1

f (p�2)=(p�1)(um(x))
jrum(x)jp�2 : (7.3.8)

Folosind (7.3.7) şi (7.3.8) avem

�pwm = �
�pum(x)

f(um(x))
+
f 0(um)

f 2(um)
jrumjp :

De altfel observ¼am c¼a

��pwm(x) =
�pum
f(um)

� f 0(um)

f 2(um)
jrumjp �

�pum
f(um)

= b(x) � �(r) = ��pv(r):

Întrucât

v(r) > 0 pentru orice x 2 Bm cu r = jxj

rezult¼a din Lema 6.2.3 c¼a

wm(x) � v(r) pentru orice x 2 Bm:
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În conseciņt¼a,

R�1(v(r)) � u(x) în RN

şi A) este demonstrat.

Deoarece

lim
jxj!1

v(jxj) = 0

şi

lim
jxj!1

R�1(v (jxj)) =1;

este clar c¼a u(x)!1 când jxj ! 1. Demonstra̧tia este complet¼a.

7.4 Comentarii

Recent, autorii Shuibo Huang şi Qiaoyu Tian au ob̧tinut în lucrarea [75] compor-

tamentul asimptotic al solu̧tiei problemei (7.1.1) în muļtimi m¼arginite ale lui RN când

aceasta este unic¼a iar pentru 
 = RN Junli Yuan şi Zuodong Yang [138] au stabilit

rezultate importante de existeņt¼a, ne-existeņt¼a şi comportament asimptotic al solu̧tiilor

lui (7.1.1).
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